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FUNCIÓN EXPONENCIAL 

Es toda función de la forma 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥, donde 𝑎 ∈ ℝ+, 𝑎 ≠ 1. 

 

EJEMPLO 1: 𝑓(𝑥) = 2𝑥 
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EJEMPLO 2: 𝑓(𝑥) = 2𝑥 
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PROPIEDADES GENERALES DE LA FUNCIÓN EXPONENCIAL 

La figura 3 generaliza la construcción de las gráficas de la función exponencial y de 

la observación de esas gráficas se puede deducir: 

➢ Todas las gráficas pasan por el punto (0,1) ya que 𝑓(0) = 𝑎0 = 1 para cualquier 

valor de 𝑎. 

➢ Todas las gráficas pasan por el punto (1, 𝑎) ya que 𝑓(1) = 𝑎1 = 𝑎 para cualquier 

valor de 𝑎. 

➢ Si 𝑎 > 1 la función es creciente (figura 3(a)). 

➢ Si 0 < 𝑎 < 1 la función es decreciente (figura 3(b)). 

➢ El dominio de toda función exponencial es el conjunto de los reales: 𝐷𝑜𝑚(𝑓) =
ℝ 

➢ El rango de toda función exponencial son los reales positivos: 𝑅𝑎𝑛(𝑓) = ℝ+ 

➢ La recta 𝑦 = 0 (eje X) es asíntota horizontal. 

➢ Si 𝑎 ∈ ℝ+ con 𝑎 ≠ 1 y 𝑏 ∈ ℝ+ con 𝑏 ≠ 1 y, además, 𝑥 e 𝑦 son variables reales 

entonces: 

1) 𝑎𝑥𝑎𝑦 = 𝑎𝑥+𝑦 2) 
𝑎𝑥

𝑎𝑦 = 𝑎𝑥−𝑦 3) (𝑎𝑏)𝑥 = 𝑎𝑥𝑏𝑥 

4) (
𝑎

𝑏
)

𝑥
=

𝑎𝑥

𝑏𝑥   
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FUNCIÓN EXPONENCIAL NATURAL 

La pendiente de la tangente a la curva 𝑓(𝑥) = 2𝑥 en el punto (0,1) es menor que 1, según se observa en la figura 

3(a) y la pendiente de la tangente a la curva 𝑓(𝑥) = 3𝑥 en el punto (0,1) es mayor que 1, según se observa en la 

figura 3 (b), por lo tanto, es lógico pensar que existe algún número entre 2 y 3 que, siendo la base de una función 

exponencial, genera una gráfica en la cual la pendiente de la tangente a la curva en el punto (0,1) sea igual a 1. 

 Ese número se denomina NÚMERO DE EULER1 y se representa por la letra 𝑒 y su valor aproximado es 

𝑒 ≈ 2,7181818 … 

 

La función 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥 se denomina función exponencial natural y su gráfica se ve en la figura 3(c). 

 

EJERCICIO DE PRÁCTICA 1 

Para desarrollar este ejercicio no debe hacer tablas de valores ni utilizar aplicaciones que grafiquen funciones como 

GeoGebra. Sólo utilice conceptos. 

1) En una sola figura haga bosquejos de las gráficas de las funciones 𝑓(𝑥) = 3𝑥  y  𝑔(𝑥) = 3−𝑥 

2) En una sola figura haga bosquejos de las gráficas de las funciones 𝑓(𝑥) = 3𝑥  y  𝑔(𝑥) = −3𝑥 

3) En una sola figura haga bosquejos de las gráficas de las funciones 𝑓(𝑥) = 3𝑥  y  𝑔(𝑥) = 3𝑥 + 2 

4) En una sola figura haga bosquejos de las gráficas de las funciones 𝑓(𝑥) = 3𝑥  y 𝑔(𝑥) = 3𝑥+2 

5) Construya bosquejos de las gráficas de las funciones  𝑦 = 𝑒𝑥,       𝑦 = 𝑒−𝑥,      𝑦 = −𝑒𝑥 ,     𝑦 = 1 − 𝑒−𝑥, 

𝑦 = 2 + 𝑒𝑥−1 

6) Encuentre la función exponencial cuya gráfica es: 

a)  b)  

7) Si 𝑓(𝑥) = 8𝑥 demuestre que 
𝑓(𝑥+ℎ)−𝑓(𝑥)

ℎ
= 8𝑥 (

8ℎ−1

ℎ
)  

8) Si 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥 demuestre que 
𝑓(𝑥+ℎ)−𝑓(𝑥)

ℎ
= 𝑒𝑥 (

𝑒ℎ−1

ℎ
)  

 
1 También es conocido como constante de Napier 

Figura 3 

(a) (b) (c) 



9) En cálculo se puede demostrar que cuando 𝑛 crece hacia infinito, la expresión (1 +
1

𝑛
)

𝑛
 se acerca al número 𝑒. 

Una aproximación de este concepto la puede obtener llenando la siguiente tabla, haciendo redondeo a seis cifras 

decimales. 

𝑛 1 10 100 1000 10000 1000000 10000000 

(1 +
1

𝑛
)

𝑛

 
       

El resultado observado en la tabla se expresa así: 

lim
𝑛→∞

(1 +
1

𝑛
)

𝑛

= 𝑒 

FUNCIÓN LOGARÍTMICA  

Toda función exponencial 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥, con 𝑎 ∈ ℝ+ y 𝑎 ≠ 1, es una función biyectiva según se puede observar en 

todas las gráficas mostradas en las figuras anteriores y, por lo tanto, tiene una función inversa. La función inversa 

𝑓−1 se denomina función logarítmica con base a y se denota con loga; es decir: 𝑓−1 es equivalente a loga. 

DEFINICIÓN: 

Sea 𝑎 un número real positivo con 𝑎 ≠ 1. La función logarítmica con base 𝒂, denotada por loga, está definida por 

𝑦 = 𝑎𝑥    ⇔    𝑥 = log𝑎 𝑦 

log𝑎 𝑥 = 𝑦    ⇔       𝑎𝑦 = 𝑥 
2Por lo tanto, log𝑎 𝑥 es el exponente 𝑦 al que debe elevarse la base 𝑎 para obtener 𝑥. 

 

EJEMPLO 1: 

1) log2 16 = 4 porque 24 = 16 2) log5 (
1

25
) = −2 porque 5−2 =

1

25
 

3) log3 243 = 5 porque 35 = 243 4) Como 361 2⁄ = 6, entonces 
1

2
= log36 6 

5) Como 3−4 =
1

81
, entonces −4 = log3 (

1

81
) 6) Como 105 = 100000, entonces 5 = log10 100000 

 

LA FUNCIÓN EXPONENCIAL Y LA FUNCIÓN LOGARÍTMICA SON INVERSAS 

Como la función exponencial 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥 con 𝑎 ≠ 1 tiene dominio en ℝ y rango 

en ℝ+, entonces, la función inversa 𝑓−1(𝑥) = log𝑎 𝑥 tiene dominio en ℝ+ y rango 

en ℝ. 

La gráfica de 𝑦 = 𝑓−1(𝑥) se obtiene reflejando la gráfica de 𝑦 = 𝑓(𝑥) en la recta 

𝑦 = 𝑥. La figura 4 muestra el caso para 𝑎 > 1. 

REGLAS DE CANCELACIÓN: sabemos que en todo par de funciones inversas 

deben cumplirse las reglas de cancelación. 

En este caso las reglas de cancelación son: 

1) 𝑎log𝑎 𝑤 = 𝑤 siempre que 𝑤 ∈ ℝ+ 

2) log𝑎 𝑎𝑤 = 𝑤 para cualquier 𝑤 ∈ ℝ 

 

EJEMPLO 2 

1) 7log7 25 = 25 

2) 10log10(−20) = 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑓𝑖𝑛𝑖𝑑𝑜 porque −20 ∉ ℝ+ 

3) log5 512 = 12 

4) log4 4−7 = −7 

 
2 Dentro de la definición de logaritmo, lo más importante es entender que un logaritmo es un exponente. 

Figura 4 



 

ALGUNAS PROPIEDADES GENERALES DE LA FUNCIÓN LOGARÍTMICA 𝑓(𝑥) = log𝑎 𝑥 

➢ Todas las gráficas pasan por el punto (1,0) porque 

𝑓(1) = log𝑎 1 = 0 

➢ Todas las gráficas pasan por el punto (𝑎, 1) porque 

𝑓(𝑎) = log𝑎 𝑎 = 1 

➢ Si 𝑎 > 1 la función es creciente 

➢ Si 0 < 𝑎 < 1 la función es decreciente 

➢ La recta 𝑥 = 0 (eje Y) es asíntota vertical 

 

 

FUNCIÓN LOGARITMO NATURAL 

La función logaritmo natural de un número 𝑥 se nota utilizando las iniciales de su nombre y se define: 

𝑦 = ln 𝑥 ⇔ 𝑥 = 𝑒𝑦
 

Como puede observarse, ln 𝑥 = log𝑒 𝑥 

 

 

PROPIEDADES DE LOS LOGARITMOS NATURALES 

1) ln 1 = 0 porque 𝑒0 = 1 

2) ln 𝑒 = 1 porque 𝑒1 = 𝑒 

3) ln 𝑒𝑤 = 𝑤, para todo 𝑤 ∈ ℝ 

4) 𝑒ln 𝑤 = 𝑤, siempre que 𝑤 ∈ ℝ+ 

Las dos últimas son las reglas de cancelación aplicadas a los logaritmos naturales. 

 

 

OTRAS PROPIEDADES GENERALES DE LOS LOGARITMOS: 

Sea 𝑎 un número positivo, con 𝑎 ≠ 1. Sean A, B y C números reales con 𝐴 > 0 y 𝐵 > 0. 

1) El logaritmo de un producto de números es la suma de los logaritmos de los números: 

log𝑎(𝐴𝐵) = log𝑎 𝐴 + log𝑎 𝐵 

2) El logaritmo de un cociente de números es la diferencia de los logaritmos de los números: 

log𝑎 (
𝐴

𝐵
) = log𝑎 𝐴 − log𝑎 𝐵 

3) El logaritmo de una potencia de un número es el exponente por el logaritmo del número. 

log𝑎(𝐴𝐶) = 𝐶 log𝑎 𝐴 

 

EJEMPLO 3: En cada caso se utilizan las propiedades de los logaritmos para desarrollar las expresiones dadas 

1) log𝑎 144 = log𝑎(24 ∗ 32) 

 = log𝑎 24 + log𝑎 32 

 = 4 log𝑎 2 + 2 log𝑎 3 

2) log𝑎 √𝑟45
= log𝑎 𝑟4 5⁄  

=
4

5
log𝑎 𝑟 

3)  

ln (
𝑤5𝑟3

√𝑧
) = 5 ln 𝑤 + 3 ln 𝑟 −

1

2
ln 𝑧 

4)  

ln (
 √𝑥2 + 4

3

(2𝑥 + 1)5(3𝑥 − 2)7
) =

1

3
ln(𝑥2 + 4) − 5 ln(2𝑥 + 1) − 7 ln(3𝑥 − 2) 

 

Figura 4 

(a) 𝑎 > 1 (b) 0 < 𝑎 < 1 



EJEMPLO 4: vamos a combinar las expresiones dadas para expresarlas como un solo logaritmo 

1)  

3 log𝑏 𝑀 − 5 log𝑏 𝑁 +
4

5
log𝑏 𝑊 = log𝑏 (

𝑀3  √𝑊45

𝑁5 ) 

2)  

ln(𝑥 + 5) −
1

3
ln(𝑥 − 3) = ln (

𝑥 + 5

√𝑥 − 3
3 ) 

 

 

EJERCICIO DE PRÁCTICA 2 

1) Exprese en forma logarítmica: 

a) 𝑎𝑟 = 𝑤 b) 𝑚𝑡 = 𝑧 c) 𝑒𝑞 = 𝑘 

2) Exprese en forma exponencial 

a) 𝑧 = log𝑎 𝑟 b) 𝑛 = log𝑞 𝑟 c) 𝑎 = log𝑏 𝑐 

3) Haga un bosquejo de las gráficas de: 

a) 𝑓(𝑥) = log3 𝑥 b) 𝑓(𝑥) = −log3 𝑥 c) 𝑓(𝑥) = log3(−𝑥) 

d) 𝑓(𝑥) = log3 𝑥 − 1 e) 𝑓(𝑥) = log3(𝑥 − 1) f) 𝑓(𝑥) = log3(𝑥 + 2) − 1 

4) Utilice las propiedades de los logaritmos para expandir las siguientes expresiones: 

a) log𝑟 [
𝑥5 𝑦3

𝑧4 √𝑟
4 ] b) ln (

𝑎7

𝑏5 𝑐4𝑑8) 

c) log𝑏 [
(𝑥+𝑦)2  √(𝑥−𝑦)56

(𝑥2+𝑦2)3 ] d) ln [
(𝑟−3)2

(𝑟+2)3 √(𝑟2+1)
4 ] 

5) Combine las siguientes expresiones en un solo logaritmo: 

a) 5 log𝑎 𝑦 − 4 log𝑎 𝑤 −
1

3
log𝑎 𝑥 b) 7ln 𝑎 + 9 log𝑎 𝑏 − 3 log𝑎 𝑐 

c) 2 log𝑏(𝑚 − 1) − 3 log𝑏(𝑚 + 5) −
1

4
log𝑏(𝑚 + 2) d) 

3

4
ln(𝑥 + 4) − 2 ln(𝑥 + 5) + 7 ln(𝑥 − 2) 

6) Encuentre, sin usar calculadora, el valor exacto de: 

a) log2 256 b) ln 𝑒√2 c) 2(log2 3+log2 5) 

d) log8 2 e) log 1.25 + log 80 f) 𝑒2 ln 5 

g) log6 (
1

36
) h) log5 10 + log5 20 − 3log5 2 i) 𝑒3 ln 2−2 ln 3 

 

 

 

ECUACIONES EXPONENCIALES 

 

Tienen la incógnita en el exponente. 

Algunas ecuaciones exponenciales se pueden resolver usando el hecho de que las funciones exponenciales son uno 

a uno o biyectivas 

𝑎𝑥 = 𝑎𝑦 ⇔ 𝑥 = 𝑦 

También utilizaremos las reglas de cancelación 

log𝑎 𝑎𝑟 = 𝑟 

ln 𝑒𝑟 = 𝑟  

que son válidas para cualquier número real 



EJEMPLO 3: resolvamos la ecuación  

54𝑥 = 15625  

El número 15625 al descomponerlo en factores primos 

se obtiene  56, por lo tanto, la ecuación se puede 

escribir: 

54𝑥 = 56 

Por propiedad uno a uno se puede concluir 

4𝑥 = 6 

𝑥 =
3

2
 

EJEMPLO 4: Resolvamos la ecuación 

32𝑥+1 = 35𝑥−2 

Aplicamos la propiedad uno a uno 

2𝑥 + 1 = 5𝑥 − 2 

2𝑥 − 5𝑥 = −2 − 1 

−3𝑥 = −3 

𝑥 = 1 

 

GUÍA PARA RESOLVER ECUACIONES EXPONENCIALES: 

Despeje la expresión exponencial en un lado de la ecuación. 

Tome el logaritmo en cada lado uy después use las leyes de los logaritmos para “bajar el exponente”. 

Despeje la variable. 

EJEMPLO 3: resolvamos la ecuación  

52𝑥−1 = 100 

EJEMPLO 4: Resolvamos la ecuación 

52𝑥−1 = 100 

log5 52𝑥−1 = log5 100 

 

2𝑥 − 1 = log5 100 

 

𝑥 =
1 + log5 100

2
 

𝑥 ≈ 1.9307 

Aplicamos log5 en los dos 

miembros de la ecuación 

 

Utilizamos las reglas de 

cancelación 

 

Despejamos la incógnita y 

encontramos el valor exacto. 

 

Con una calculadora hallamos 

el valor aproximado 

ln 52𝑥−1 = ln 100 

 

(2𝑥 − 1) ln 5 = ln 100 

2𝑥 ln 5 − ln 5 = ln 100 

𝑥 =
ln 100 + ln 5

2 ln 5
 

𝑥 =
ln(100 ∗ 5)

2 ln 5
 

𝑥 =
ln 5 00

2 ln 5
≈ 1.9307 

Aplicamos ln en los dos 

miembros de la ecuación 

Bajamos el exponente 

Aplicamos distributiva 

 

Despejamos la incógnita  

 

Aplicamos propiedades de 

los logaritmos 

En los ejemplos 3 y 4 se resolvió la misma ecuación, utilizando dos tipos diferentes de logaritmos. Las formas 

exactas de la incógnita se ven un poco diferentes, pero la forma aproximada es exactamente igual. 

EJEMPLO 5: Resolver la ecuación 

43𝑥−1 = 72𝑥−3 

Primera forma de solución Segunda forma de solución 

log4 43𝑥−1 = log4 72𝑥−3 

3𝑥 − 1 = (2𝑥 − 3) log4 7 

3𝑥 − 1 = 2𝑥𝑙𝑜𝑔47 − 3 log4 7 

3𝑥 − 2𝑥 log4 7 = 1 − 3 log4 7 

𝑥(3 − 2 log4 7) = 1 − 3 log4 7 

𝑥 =
1 − 3 log4 7

3 − 2 log4 7)
 

𝑥 ≈ −16.6681 

ln 43𝑥−1 = ln 72𝑥−3 

(3𝑥 − 1) ln 4 = (2𝑥 − 3) log4 7 

3𝑥 ln 4 − ln 4 = 2𝑥 ln 7 − 3 ln 7 

3𝑥 ln 4 − 2𝑥 ln 7 = ln 4 − 3 ln 7 

𝑥(3 ln 4 − 2 ln 7) = ln 4 − 3 ln 7 

𝑥 =
1 − 3 log4 7

3 − 2 log4 7)
 

𝑥 ≈ −16.6681 

 

 

ECUACIONES LOGARÍTMICAS 

 

Para resolver ecuaciones logarítmicas tenderemos en cuenta que la función logarítmica es uno a uno y, por lo tanto: 

log𝑎 𝑥 = log𝑎 𝑦 ⇔ 𝑥 = 𝑦 



También se tendrá en cuenta las reglas de cancelación 

𝑎log𝑎 𝑟 = 𝑟 

𝑒ln 𝑟 = 𝑟 

Que son válidas siempre que 𝑟 ∈ ℝ+. 

EJEMPLO 6: Resolver la ecuación log5(𝑥2 + 1) = log5(𝑥 − 2) + log5(𝑥 + 3) 

log5(𝑥2 + 1) = log5(𝑥 − 2) + log5(𝑥 + 3) Ecuación dada 

log5(𝑥2 + 1) = log5[(𝑥 − 2)(𝑥 + 3)] Aplicando log𝑎(𝐴𝐵) = log𝑎 𝐴 + log𝑎 𝐵 

log5(𝑥2 + 1) = log5[𝑥2 + 𝑥 − 6] Desarrollando el producto 

𝑥2 + 1 = 𝑥2 + 𝑥 − 6                                     La función logarítmica es uno a uno 

𝑥 = 7                                             Despejando 𝑥 

Verifique el resultado 

EJEMPLO 7:  

log(𝑥 + 2) + log(𝑥 − 1) = 1 

        log[(𝑥 + 2)(𝑥 − 1)] = 1 

                    10log[(𝑥+2)(𝑥−1)] = 101 

                     (𝑥 + 2)(𝑥 − 1) = 10 

                             𝑥2 + 𝑥 − 2 = 10 

                         𝑥2 + 𝑥 − 12 = 0 

                    (𝑥 + 4)(𝑥 − 3) = 0 

                       𝑥 = −4 o 𝑥 = 3 

Debemos verificar estas soluciones potenciales como 

se muestra a la derecha 

Verificamos las respuestas: 

𝑥 = −4: 

log(−4 + 2) + log(−4 − 1) = 1 

log(−2) + log(−5) = 1 

Los logaritmos de −2 y de −5 no están definidos, 

entonces la solución no sirve 

𝑥 = 3: 

log(3 + 2) + log(3 − 1) = 1 

log(5) + log(2) = 1 

log(5 ∗ 2) = 1 

log 10 = 1 

1 = 1 

 

EJERCICIO DE PRÁCTICA 3 

1) Resuelva las siguientes ecuaciones: 

a) 52𝑥−1 = 125 b) 24−3𝑡 = 125 c) 𝑒𝑡2−5 = 1 

d) 20 = 10𝑒−3𝑡 e) 32𝑥−1 = 27𝑥+2 f) 8𝑥+3 = 23𝑥−2 

g) 12 = 4 + 3𝑒2𝑡 h) log3(2𝑥 − 1) = 2 i) log5(5𝑡 + 1) = −1 

j) log(𝑟 + 2) = log(2𝑟 − 1) k) ln(5𝑡 − 3) = ln(3𝑡 + 4) l) log(𝑥 − 5) + log 3 =
log(2𝑥) 

m) log4 𝑥 + log4(6𝑥 − 7) =
log4 5 

n) 2 log 𝑥 − log 9 = 2 o) log 𝑥 + log(𝑥 − 3) = 1 

p) log2( 𝑥 + 2) − log2(𝑥 − 1) = 3 q) log3( 3𝑥 − 1) − log3(𝑥 + 1) = 2 

2) Resuelva las siguientes situaciones: 

a) Pedro pagó 22 000 dólares por un auto nuevo. Suponiendo que el auto se deprecia a una tasa del 20% cada 

año, entonces, al cabo de un año su precio será sólo del 80% de su valor original, es decir: al cabo de un 

año su precio es 22000(0,8). Un año después el valor del auto será el 80% del valor del año anterior, es 

decir: (22000(0.8))(0.8)=22000(0.8)2. Continuando el proceso se tiene que a los t años el valor del auto 

estaría dado por la expresión 𝑣(𝑡) = 22000(0.8)𝑡 

b) Cuál es el precio del auto al cabo de 5 años de uso? 

c) En cuántos años empieza a costar menos de la mitad del precio original? 



3) En el año 2000 la población de cierto país era de 27 millones y ha ido creciendo a una tasa proporcional al 

número de habitantes. La población N(t), t años más tarde se podría aproximar mediante la función 

𝑁(𝑡) = 27𝑒0.05𝑡 

a) ¿Cuál era el número de habitantes al finalizar el año 2010? 

b) ¿Cuál será el número de habitantes en el 2020? 

c) ¿Cuánto tiempo demora en duplicarse la población? 

2) Un medicamento se elimina del organismo a través de la orina. La dosis inicial es de 10 mg y la cantidad en el 

cuerpo t horas después esá dada por 𝐴(𝑡) = 10(0.8)𝑡. 

a) Calcule la cantidad de fármaco restante en el organismo 8 horas después de la ingestión inicial. 

b) ¿En cuánto tiempo se habrá eliminado el 90% del medicamento? 

c) Utilice geogebra o cualquier otra APP graficadora para repesentar la función dada. 

3) Una torta se saca del horno y se coloca en una mesa ubicada en una habitación que tiene una temperatura 

ambiente de 20°C. La torta se enfría y la temperatura T  a los t minutos está dada por: 𝑇(𝑡) = 20 + 80𝑒−0.15𝑡. 

a) ¿Cuál era la temperatura inicial de la torta? 

b) ¿Qué temperatura tiene la torta a los 10 minutos? 

c) ¿Cuánto tiempo se demora en alcanzar una temperatura de 40°C? 

d) ¿Cuál será la temperatura después de un tiempo prolongado? 

 

 


