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CONCEPTO INTUITIVO DE LIMITE DE UNA FUNCION

El limite de una funcion es el concepto en el que se apoyan todos los deméas temas del célculo tales como:
» Razdn de cambio instantanea entre dos magnitudes, lo cual lleva al concepto de derivada

> Area delimitada por una curva, lo cual genera el concepto de integral

Iniciemos el estudio del limite de una funcién por medio de un ejemplo

EJEMPLO 1

Dada la funcion f(x) = ’:%11 nos damos cuenta que su dominio es Dom(f) = R — {1}, lo cual significa que no
esta definida para x = 1.

La pregunta que surge es: ¢“como se comporta la funcion cuando x toma valores muy cercanos a 1?

Para tratar de dar respuesta a este interrogante haremos una tabla de valores?

x tiende a 1 por la izquierda <c] tiende a 1 por la derecha

V

X -1 0 0,5 0,9 0,99 | 0,999 | ... 1 .../ 10011011115 19 2
2 _
x 11 0 1 1,5 1,9 199 (1999 |...| NE |...[2001201| 21 | 25 | 2,9 3
x_
x2-1 tiende a 2 > < x2-1 tiende a 2
x-1 x—1

En la parte coloreada con amarillo hemos dado valores a x que, empezando en —1, se van acercando a 1 siendo
x < 1. Al analizar el comportamiento de la funcién nos damos cuenta que ésta se acerca cada vez més a 2. Lo cual
se expresa diciendo:

2_ . . .
El limite de ’;—_11 cuando x tiende a 1 por la izquierda es 2

Lo cual se simboliza:

x% -1
lim =2
x->1" x—1

En la parte coloreada con verde hemos dado valores a x que, empezando en 2, se van acercando a 1 siendo x > 1.
Al analizar el comportamiento de la funcién nos damos cuenta que ésta se acerca cada vez mas a 2. Lo cual se
expresa diciendo:

2_
El limite de ’;—_11 cuando x tiende a 1 por la derecha es 2

Lo cual se simboliza:

1 S6lo haremos tabla de valores en este ejemplo para emitir el concepto. Los demas limites los calcularemos utilizando procesos algebraicos.



Como el limite por la izquierda es igual al limite por la derecha, el limite de la funcidn existe y se expresa diciendo
que:

2_ .
“El limite de ’;—_11 cuando x tiende a 1 es 27

Lo cual se simboliza:

ox2-1
lim =2
x-1 x—1

. L. . ., 2.1 . . . .
El significado del limite anterior es: la funcion ’;Tl esta tan cerca de 2 como se guiera, siempre que x esté
suficientemente cerca de 1

Es evidente, en este caso, que la funcidn se acerca a 2 pero nunca alcanza ese valor.

Utilizando la tabla de valores podemos construir la grafica que se muestra en la figura 1(a)

f no esté definida f si esta definida
parax = 1

x2-1 ) gx)=x+1

@ fG)=

FIGURA 1: f(x) equivale a g(x) exceptoen x =1

En la figura 1(b) se represento la gréfica de la funcion g(x) = x + 1 y puede observarse que su comportamiento es
2_
idéntico al de f(x) = ’;—_11 excepto en el punto donde x = 1, de tal manera que puede concluirse que:

x? —
lim =limx+1=14+1=2

x-1 X — x-1

DEFINICION INTUITIVA DE LIMITE DE UNA FUNCION: sea a un nimero real y f una funcién definida
en algun intervalo que contiene a a excepto tal vez en x = a.

lim f(x) = L significa que la funcién (valores de y) se acerca a L tanto como se quiera siempre que x esté
x—a
suficientemente cerca de a

CONDICION NECESARIA Y SUFICIENTE PARA LA
EXISTENCIA DE LIMITES

El limite de una funcioén existe si el limite por la izquierda es
igual al limite por la derecha.

En la figura 2(a) se observa que: lim f(x) = lim f(x) =L,
xX—a x—a
entonces, lim f(x) = L. El limite existe aun cuando la
xX—a

funcion no esté definida en x = a.

En la figura 2(b) se observa que xlir(lla_ f(x) = L; mientras que

@) chz_r)r; fx)=1L (b) i%f(x) NO existe

lim f(x) =L, yqueL; # Ly, por lo tanto: lim f(x) NO
)eC;iC;te_ e FIGURA 2: existencia de limites



LIMITE DE UNA FUNCION POLINOMICA

Sea f una funcidn polinébmica, entonces: lim f(x) = f(a), lo cual significa que para hallar el limite de una funcion
xX—a

polindbmica cuando x — a basta evaluar la funcién en a.

EJEMPLO 2: lim 3x2 —2x+1=3(2)2-2(2)+1=9
EJEMPLO 3: xllrzll 2x3 —3x2=2(-1)3-3(-1)?=-5
LIMITES DE FUNCIONES RACIONALES

Sea f(x) = % donde P y Q son funciones polinébmicas

1) Si }Cl_r)rcll Q(x) # 0, entonces, chi_I)I;llf(x) = f(a)

Lo anterior significa que, si el denominador no tiende a cero, el limite se halla por sustitucion de la variable por
el valor al que ésta tiende.

2) Silim P(x) = lim Q(x) = 0 se dice que lim f(x) presenta una indeterminacion de la forma%, el limite se halla
x—a x—a x—a

. . . o 0
factorizando el numerador y el denominador y simplificando los factores que generan el .

EJEMPLO 5:
o ow?+4 4244 20
lim = =—=
w-4 3w — 2 3(4) -2 10
EJEMPLO 6:
) n?—4 (-2)2-4 0
lim = =—=0
n>-2 4n+1 4(-2)+1 -7
EJEMPLO 7:

Coowi+2w+1 (-D2+2(-1D+1 0 L
M}Lrgl T — = 212+ (=) =1 = 0 = indeterminacién

Para determinar el limite se factorizan los polinomios del numerador y del denominador:

lim W2+2w+1= - (x + 1)?
wo-1 2w2+w—1 w--1Q2w—-1Ww+1)
w+1
:w1—>n312w—1
-1+1
“2-D) -1
0
-3
w24+ 2w+1
lim =0

wo-1 2w2 +w—1

EJERCICIO DE PRACTICA 1

1) Lea la grafica mostrada en la figura 3 para estimar los valores de: 5
a) f(-1) b) lim_f(x) ¢) lim, f(x) :
d) lim f(x) e) f(-2) f) lim f(x) /\
9 f2 h) lim f(x) ) lim f(x) ) B R > R
1) lim f(x) K) f(4) ) lim f(x) -
m) lim, f(x) n) lim f(x) 0) f(6) FIGURA 3: funcion f para el

ejercicio de préctica 1



p) lim f(x) 0 F1) ) lim (o) :
2) Lea la grafica mostrada en la figura 4 para estimar los valores de: 3
a) 9(=3) b Jim, () ©) 9(=2) : \
1
Q) lim g(x) 9 9(-1) N lim g(x) ANV
xX—>=2 x--1 4 B o2 10 T2 3
9) g(0) h) lim g(x) ) gD :
: . . . =3
1) xllgl‘ 9(x) K xhﬂl+ 9(x) " chl_r}}g(x) FIGURA 4: funcion g para
m) g(2) n) 3133% 900 el ejercicio de practica 2

3) Evalde los siguientes limites:

a) )lci_r)r%(Zx -3)

. 1
b) le1111 (m

0 lim (37)

d) 9161_‘3% (224-_:) e) f) Ll_)n} (Zzz_,__zl_3)
g) Z—l>l—r£1/2 (ZZ?-TZl_S) h) t—>2 (3tjz—_72t:-2) I) xll)rﬂ3 (352%297)

4) Para cada funcién evalie lim %

x—-a

en el punto dado

a) f(x)=3x+2a=2 b) f(x)=1-2x;a=-1 ) fx)=x*+3x—1,a=0
1 1
d) f(x)=x>-2a=-3 e) f(x)=—;a=-1 ) fl=_;a=2
5) Para cada funcion evalue }Lir[(l) M
a) F(x)=3x+2 b) f(x)=1-2x ) fx)=x*+3x—-1
1 1
d f(x)=x3-2 e) flx) =< ) flo) =<
LIMITES DE FUNCIONES CON RAICES CUADRADAS.
EJEMPLO 8: EJEMPLO 9:
. Vx+1-+3 lim 1—x?
Xl—rg X —2 x--11 — 1/x +2
Al reemplazar x por 2 se obtiene % por lo tanto, | Al reemplazar x por —1 se obtiene % por lo tanto,
debemos racionalizar el numerador multiplicando y | debemos racionalizar el denominador multiplicando y
dividiendo la fraccion por la conjugada del numerador | dividiendo la fraccion por la conjugada del
V¥ I-v3  VxFI1-v3 Viti+43 denominador
*
BT x—2 x% x—2 Uxii+3 T 1-x? 1+Vx+2
=TT -1 ] —+x+ 2 X—>11 Vx +2 1+\/x+2
(ot ) _(\/_) 1-x)A+Vx+2)
x—>2 (x—2)(Wx+1++3) = lim
x41-3 =-1(1—-vVx+2)(1+vVx+2)
= lim
x—>2(x_2)(\/m+\/§) _ lim (1-x)A+vVx+2)
y x —2 x--1 1—(X+2)
= lIm
%2 (x — 2)(Vx + 1 +V3) iy A= XHA+Vx+2)
1 x—--1 —1—x
B N Y _ o -0+ T2)
1 x—->-1 _(1 + x)
CVZE1+43




_ 1 (-0 +Vx¥2)
2V3 N -1
VEFi-V3_\3 _@0+1
lim— - 4
=2 x—2 6 -1
lm L% 4
m -
11 —vxt2
EJEMPLO 10: El numerador tiende a cero, pero el denominador no
_Vx+2-2 V2+2-2 0
== x+2 | 2+2 1
EJEMPLO 10: Ni el numerador ni el denominador tienden a cero
i \/x+4+2_\/—3+4+2_3_ 3
s 2x+1  2(=3)+1 -5 5
EJERCICIO DE PRACTICA 2
Evalle los siguientes limites:
. x—2-1 x2-25 . Jx+1+V5
1) }cl—g% x-3 2) }cl—>5 Vx=3+V2 3) chl_r)r}l Vx+3
x%2-25 . x+2-/5 . f0)- f(a)
4) lim7=""7% d) lim~~7 6) lim === para f(x) = Vx
7) ;Lir%w para f(x) = vVx 8) }llr%w para f(x) = vVx — 2

9) hmw para f(x) = Vx — 2

10) }}f},w para f(x) =vx —1+2




LIMITES LATERALES:

EJEMPLO 11: Consideremos la funcién

_ 1 six<1 D
fe) = {x+1 six>1 (2)
f(z) = 2p— 1 r+1
-4 -3 -2 -1 0 ? 2 3 4 5

En el esquema anterior se muestra la forma como esta
definida la funcion para los diferentes valores de x y
eso nos ayuda a comprender cémo se halla:

» Hallemos f(—2)

Como —2 < 1, se cumple la condicion (1), por lo
tanto, f(—2) =2(-2)—-1=-5

» Hallemos f(4)
Como 4 > 1, se cumple la condicion (2), por lo
tanto, f(4) =4+1=5

> limzf(x) =2(-2)-1=-5
X——

>

limf(x)=3+1=4
x—3

En los dos casos anteriores, cuando x — —2 y cuando
x — 3, lafuncion esta definida de la misma forma tanto
a su izquierda como a su derecha, por lo tanto, el limite
se halla por sustitucién de la variable

» Parahallar hni f (x) observamos el esquemay nos
xX—

damos cuenta que a la izquierda de x =1 la
funcion esta definida de una forma y a su derecha
de otra, por lo tanto, debe analizarse por separado
los limites laterales. Asi:

<> lim_f(x) = lim_ 2x—1=2(1)-1=1
X llmf(x)—hmx+1—1+1—2
x—1t

Como consecuencia:

lim f(x) no existe
x—1

Porque los limites laterales son diferentes

EJEMPLO 12: Consideremos la funcién

—2x—3si x<-2
) 1-2x—x% si —2<x<1
g\x) = 3-3x _
si x>1
X
) 3 —3x
—2r — 3 1—2x —x o

-4 -3 2 -1 a ¢

» g(-3)=-2(-3)—-3=3
» g(—2) = No esta definida.
> g(0)=1-2(0)—02=1
> g)=1-2(1)—-12=-2
> g3 ===
» lim g(x) = lim —2x -3 =-2(-4)—-3=5
x—-—4 x—-—4
> lim g(x) = lim 1—2x —x?
x—--1 x—--1
=1-2(-1) - (-1)2 =2
_ 3-3x _3-32) _ 3
> llmg(x) 11_rg = =5
»  lim g(x) =?
xX—=-2
% lim g(x)= lim —2x -3
X—>—=2" X—>—=2"
=-2(-2)-3=1
X xkznﬁg(x) = xl}rr; 1—2x—x?
=1-2(-2)—(-2)2=1
Por lo tanto:
lim g(x) =1
X—>—2
» limg(x) =?
x—1
% lim g(x) = lim 1 —2x — x2
x—1" x—-1"
=1-21)-(1)?=-2
- -3x _ 3-3(1) _
X 11m glx) = xll_)l‘%_ == 0
Por lo tanto:

lim g(x) = No existe
x—-1




En las figuras 5y 6 se muestran las gréaficas de las funciones fy g de los ejemplos 11 y 12, donde se pueden
observar los resultados obtenidos.

3 z+1

FIGURA 5: funcion f para FIGURA 6 funcion g para
el ejemplo 11 el ejemplo 12

EJERCICIO DE PRACTICA 3

2 _ .
1) Paralafunciéon f(x) = {x 9 st x=0 pajle:
x—9 si x>0

a) f(=3) b) f(5) c) f(0)
d) lim f(x) e) lim f(x) f) lim f(x)
i si x <=3
2) Paralafuncion g(x) = 3;_ 1 si —3<x<o0 halle
x3—3x—1 six=>0
a) f(=5) b) f(=3) ¢ f(=1)
d) £(0) e) (5 f) lm f(x)

g) lim f(x) h) lim f(x) ) lim f(x)



