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PRIMERA PARTE: CONCEPTOS BASICOS DE FUNCIONES

Toda relacion entre los elementos de dos conjuntos A y B en la que a cada elemento de A se le asigna (le
corresponde) uno y s6lo un elemento de B, recibe el nombre de funcidn.

Los diagramas de la figura 1 representan A f g h
funciones mientras que los de la figura 2 no.

Para nombrar funciones se acostumbra
utilizar las letras f, g, 4, ... como se ve en la
figura 1.

iz
L P

(b) (c)
En toda funcion f:A - B el conjunto A Figura 1

recibe el nombre de dominio (o conjunto

inicial) y el conjunto B se denomina

codominio (o conjunto final).

A B A B A B
Las funciones son conjuntos de pares |° |
ordenados. Por ejemplo, la funcién f de la | P =< L] \
figura 1 se puede expresar como: c ‘
_ d

f - {(a! 3): (b, 1)1 (C' 5)! (d, 2)! (e! 4)} e ‘ '. ‘

Lo anterior permite otra forma grafica para
(a) (b) (C)

Una funcidn que relaciona los elementos de
dos conjuntos Ay B se representa f: A - B
que se lee “funcion f de A en B”. @

representar funciones que es denominada
diagrama cartesiano que puede observarse _
en la figura 3. Figura 2

En la funcion f de la figura 1(a) se observa que al elemento a € A le corresponde
el elemento 3 € B; esto se interpreta diciendo que la imagen de a por la funcion f
es 3. 4 .

Lo anterior se representa escribiendo f(a) = 3, que se lee “f de a es igual a 3”. 3 ‘
En toda funcion al conjunto de imagenes se le da el nombre de rango o recorrido.

El hombre vive inmerso en un océano de funciones, pero no se da cuenta de ello;
por ejemplo:

e A toda persona se le asigna uno y s6lo un nimero entero gque indica su edad. a b c d e

e A cada instante de un dia cualquiera en un lugar especifico le corresponde un Figura 3
valor de temperatura ambiente.

e Cada producto de un supermercado tiene asignado un precio.
e A cualquier objeto se le puede asignar un namero real que representa su volumen.
e Lacantidad de iluminacion que recibe un objeto depende de la distancia entre el objeto y la fuente de luz.

e Al terminar un periodo de clase en una institucién educativa, cada asignatura vista por un estudiante
determinado recibe una calificacion.

EJERCICIO DE PRACTICA 1
1) Explique por qué los diagramas de flechas de la figura 2 no representan funciones
2) Escriba las funciones g y h de la figura 1 como conjunto de parejas y represéntelas en un diagrama cartesiano.
3) Determine el dominio y el rango de cada una de las funciones de la figura 1.

4) Describa por lo menos tres situaciones del mundo que lo rodea que se puedan clasificar como funciones.



5) Observe la figura 1y complete la siguiente tabla de forma similar a como se muestra en la segunda fila:

SIMBOLO SE LEE SIGNIFICA
f(a) =3 fdeaesiguala3 La imagen de a por la funcion fes 3
g(c) =

h de e esigual a

La imagen de c por la funcidon g es

fQ)=2
g()=1
g de d esigual a
La imagen de a por la funcién h es
6) Para la funcion f representada en el diagrama de la figura 4: A, l l
a) Explique por qué es funcion ! 1 1

3

b) Escriba la funcion como un conjunto de parejas y represéntela en un
diagrama de flechas

c) Halle el dominio, el codominio y el rango 0

d) Complete la siguiente tabla: Figura 4: funcion f
SIMBOLO SE LEE SIGNIFICA
fB3 =

f de 1 esigual a

La imagen de 7 es

f2) =

f de 6 esigual a La imagen de 6 es

FUNCIONES EN LA VIDA DIARIA

En la vida real no existe alguna relacién entre la variable x y la variable y, pero si se relacionan, por ejemplo: la
presion P de un gas con su volumen V, la temperatura media t de una ciudad con su altitud h, el volumen V del agua
gue contiene una alberca que se llena con el tiempo t transcurrido desde que se abri6 el grifo, la cantidad C de
medicamento suministrado a un paciente con tiempo t que permanece en el organismo, etc. Sin embargo, las
matematicas hacen un analisis general de las funciones utilizando x y y para que cada una de las ciencias (fisica,
quimica, sociales, medicina,...) haga uso de esos analisis y pueda modelar! los fenémenos que son objeto de su
estudio particular.

Algunos modelos matematicos que describen el mundo real son:

1) La altura h a la que se encuentra un objeto que es lanzado verticalmente hacia arriba es funcion del tiempo
(depende del tiempo).
Si una piedra se lanza hacia arriba desde una altura inicial ho con una velocidad inicial vo, la altura a la que se
I / 1
encuentra en cualquier instante esta dada por h(t) = hy + vyt — Egtz,
m

donde t es el tiempo después del lanzamiento y g es la aceleraciondela  * RN
gravedad cuyo valor, para la superficie de la tierra, es g = 9,8 m/s2. w AN

120

Segun el modelo funcional anterior, si una pelota es lanzada hacia
arriba desde la azotea de un edificio que tiene una altura de 30 m, = / \\
con una velocidad inicial de 40 m/s, el modelo de esta situacion |
particular  es h(t) = 30 + 40t — 4,9t> el cual se representa = \

graficamente en la figura 5. . | \ g,
Figura 5

Utilizando este modelo podemos saber que 2 segundos después del
lanzamiento la pelota se encontrara a una altura h(2) = 30 + 40(2) — 4,9(2)? = 90,4 m.

L En este caso la palabra modelar significa generar una formula o grafico que describa el comportamiento del fenémeno
estudiado.



La altura a los 5 segundos es h(5) = 30 + 40(5) — 4,9(5)? = 107,5 m.
A los 8 segundos la altura es h(8) = 30 + 40(8) — 4,9(8)?> = 36,4m
(Observe los resultados anteriores en la figura 5)

. ., . . , 4
2) En geometria, el volumen de una esfera es funcion de su radio, se modela mediante la formula V() = §7rr3 y
su representacion grafica se observa en la figura 6.

Volumen
2l

Utilizando el modelo podemos calcular que:

El volumen de una esfera que tiene 6 cm de radio es

4
V(6) = §TE(6 cm)3 = 288 w cm?
El volumen de una esfera que tiene 4 cm de radio es
4 ‘
V(4) = §Tl’(4 cm)3 = =7 cm3 ol 1 | oo,
Figura 6

FUNCIONES DE VARIABLE REAL

Las funciones aparecen siempre que una cantidad y dependa de otra X; por esto, x recibe el nombre de variable
independiente y y es la variable dependiente. Esto se expresa y = f(x)

El dominio natural (o simplemente dominio) de f es el conjunto de todos los valores de x para los cuales f(x) € R,
esdecir: D = {x|y = f(x) € R}.

El rango o recorrido de f es el conjunto de valores que toma la variable y cuando x recorre todos los valores del
dominio R = {y|y = f(x),Vx € D}.

Cuando el dominio y el rango de una funcion es un subconjunto de los nimeros reales se dice que en una funcion
de variable real.

La gréafica de una funcion es el conjunto G = {(x,y)|y = f(x)}

La figura 7 representa una funcion en la cual el dominio es el intervalo [x,x,] y el rango es [y;,y,]. Podemos
reconocer que es funcion porque a cada nimero a del dominio le corresponde uno y sélo un valor y = f(a) del
rango.

En la figura 8 se puede leer los valores de una funcidn f evaluados en los puntos donde x = =2, x =0y x = 2
los cuales son, respectivamente f(—2) =3, f(0) = -1y f(2) = 4.

No todas las gréficas representan funciones, por ejemplo: la circunferencia no es una funcién ya que, como se
observa en la figura 9, a un solo valor de X del dominio le corresponden 2 imagenes Y; y Y, en el rango.

Y2

Rango

E -2 1
H X
T a T S f0)y=—1

Dominio - DOMINIO

Figura 7 ! Figura 8 Figura 9

PRUEBA DE LA RECTA VERTICAL

Una gréfica corresponde a una funcién si al trazar rectas verticales por cualquier punto del dominio, ellas intersectan
la gréfica en un solo punto.



EJERCICIO DE PRACTICA 2

1) Determine cuales de las siguientes graficas representan funciones. Justifique su respuesta.

5 4
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4

3 2
3 -3 2 1 12 3 1
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(@) (b) ()
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(d) (e) ()
FIGURA 10

2) Complete los siguientes enunciados leyendo la grafica de la figura 11 i * 5
8 f=__ b) f(-2)=__ 0 f(-6)=___ )
d f7=__ e) f(O)=___ ) fW=__ N
0 (=4 h FC)=1 ) F(=6 / :

3) Evalue teniendo en cuenta la figura 11: ::

F(=5)+£(2) £(0)—f(4) FIGURA 11
) e b oD
4) Con un alambre de 60 cm de longitud se pueden construir “muchos” rectangulos. =

2
cm

Se sabe que el area de cualquiera de los rectangulos se modela mediante la =
expresion A(x) = 30x — x2, donde x es el tamafio de la base, lo cual significaque =
A(x) debe interpretarse como “area del rectangulo de base X” s

a) Halle el valor del area del rectangulo cuando la base mide:

i) 5cm iii) 8cm
i) 22cm iv) 25cm .

b) Utilice la grafica mostrada en la figura 12 para estimar los valores de la base =
y de la altura del rectangulo cuando su 4rea es: ] o -
i) 125cm? iii) 75 cm? FIGURA 12: Para el modelo
.. . del problema 4
ii) 200 cm? iv) 150 cm?

c) ¢Cual es el valor maximo del area? ;Cuales son las dimensiones del rectangulo que alcanza el maximo
valor del &rea?

d) Utilice el modelo algebraico para encontrar las dimensiones del rectangulo que tiene un area de:
i) 175cm? ii) 130 cm? iii) 180 cm?



5) El volumen del agua contenida en una cubeta con forma de tronco de cono esta dado por V(r) = %n(ﬂ - 1),
donde r es el radio de la superficie del agua, medido en pies (figura 13).

a) Evalue las siguientes expresiones y explique su significado '_ r
) V() i V()

b) Calcule el radio de la superficie del agua cuando el volumen del liquido sea:
i) 2m pies® ii) 2m pies® iii) 2 pies®

c) ¢Cudl es el radio inferior del recipiente? FIGURA 13
d) Si lacapacidad de la cubeta es 5r pies® ¢ Cual es el radio superior del recipiente?

6) Una torta se saca del horno y se pone a enfriar
sobre la mesa de la cocina. La gréfica de la figura
14 muestra la curva de decrecimiento de la 300
temperatura T(t) con relacion al tiempo t después
de salir del horno. Observe la figura y estime los o

350

250

valores de: 200
a) Temperatura inicial de la torta 150
b) T(10) ¢Cual es el significado del resultado? .

€) T(20)¢Cual es el significado del resultado? -

d) Tiempo que se necesita para que la torta esté a

150°C 0 2 4 6 8 10 12 14 18 18 20 22
minutos

FIGURA 14

e) Tiempo que se necesita para que la torta esté a
100°C

SEGUNDA PARTE: DOMINIOS DE FUNCIONES ALGEBRAICAS

FUNCIONES POLINOMICAS

Tienen la forma f(x) = apx™ + ap_1x™" 1 + ap_,x™" 2 + - + a;x + a, donde a,_q, ap_2, ap_3, ..., a, ag SON
coeficientes reales y n es un entero no negativo. n determina el grado de la funcion.

EJEMPLO 1:

.z 1 _ _ _ -, .
» La funcion f(x) = 5% 3 +4/2x72 —3x~1 +5 no es polindmica porque los exponentes no son enteros no
negativos.
., L 2 1 Lo .
La funcion f(x) = 2xz + v/5x3 — 3x= + 5 no es polinémica porque los exponentes no son enteros no negativos.

La funcién f(x) = 4x3 — Y2x% — 5x + 2 es polinémica de tercer grado

La funcion f(x) = 3x + 5 es polindmica de primer grado

YV V V V

La funcion f(x) = 8 es una funcion polindbmica de grado cero.
El dominio de cualquier funcién polinémica es el conjunto de los reales

FUNCIONES RACIONALES

P()
Q(x)

El dominio de una funcién racional son todos los reales excepto los ceros del denominador. Simbélicamente:
Dom(f) =R — {x| Q(x) =0}
EJEMPLO 2: Hallar el dominio de f(x) = 2

x2—4

Son de la forma f(x) = donde P y Q son polinomios

Los ceros del denominador son x = —2y x = 2, por lo tanto: Dom(f) = R — {-2,2}



EJEMPLO 3: Hallar el dominio de g(t) = m
Hallamos los ceros del denominador:

t3+t2—6t=0
tt+3)(t—-2)=0

Entonces, los cerosson: t = 0,t = =3yt =2~ Dom(g) = R—{-3,0,2}

FUNCIONES CON RADICALES

Tienen la forma f(x) = \/P(x). Debemos tener en cuenta que las raices impares obran sobre cualquier nimero real
pero las pares s6lo obran sobre nimeros no negativos, por lo tanto, debemos analizar cada caso por aparte

» Sinesimpar, el dominio de la funcién f es el mismo dominio de la funcion subradical P, es decir:
Dom(f) = Dom(P)
» Sinespar, lacantidad subradical no puede ser negativa, entonces:

Dom(f) = {x| P(x) = 0}

EJEMPLO 4: f(x) = 2x? — 17x + 35 EJEMPLO 5: g(x) = Y2x2 — 17x + 35
Esta es una funcion polindmica de segundo grado, por | Es una funcién con radical impar, por lo tanto, su
lo tanto: dominio es el de la funcion subradical, es decir:

Dom(f) =R Dom(g) =R

. _ 7 . _ x—12
EJEMPLO 6: f(x) = V2x2 — 17x + 35 EJEMPLO 7:g(x) = 55— —
Es una funcion con radical par, entonces, la funcion | gq yna funcién racional, por lo tanto, el denominador
subradical no puede ser negativa. no puede ser cero.
2x? = 17x+3520 Los ceros del denominador fueron hallados en el
Hallamos lo ceros del trinomio ejemplo 6, por lo tanto:

2 _ 7
2x*—17x+35=10 Dom(g) :R_{E’S}
(x—=52x—-7)=0

x=50x= % 1

_ _ _ EJEMPLO 8: r(x) = ———
Haciendo las pruebas correspondientes a cada intervalo 2 V2x?-17x+35
se puede construir la grafica La funcion subradical no puede ser negativa ni cero,
_ . 0 4+++ por lo tanto, utilizando el proceso del ejemplo 6 y
polinomio ++++ 0 . 7
5 ; 5 T o z > teniendo en cuenta que ahora los puntos x =5y x = 3
z — 7 7 deben ser abiertos, podemos concluir que:
7
por lo tanto: Dom(r) = (—oo, 5) U (5,»)
7
Dom(f) = (—00.5] U [5, )

EJERCICIO DE PRACTICA 3

1) Evalde £(0),f(=3),f(a), f(t + 1), f(1/y) para f(x) = x* + 2x
2) Evalie g(2), g(-1), g(1/2),9(a—1) parag(t) = 1,
3) Evalie k(=2),k(0),k (3), k(x + 1), k(x? — 2) para k(y) = 2|y — 1|

x%si x <0
x+1six=0

4) Evalte £(=2), f(~1), £(0), f(1),£(2), para £ () = |



5) Evalle f(x+2),f(x)+2,f(x)+ f(2)para f(x) =x2+1
6) Evalle g(t?),[g(®)]? g(2t),2g(t) para g(t) =t — 2

7) Para cada una de las siguientes funciones halle y simplifique }lir% w

a) f(x)=3x+2 b) f(x)=x%2-4 c) f(x)=4

d f(x)=1/x e) f(x)=x3 f) flx)=2x2-3x+1
8) Halle los dominios de las siguientes funciones:

a) f(x)=x2-—x-20 b) g(x) = Vx2—x—20 c) r(x)=vxZ—x—20

d) wix) =22 Q) z(x) =2 f oy = [

9 (o) =T W () =VAZ = 76-30 ) w) =t

D o= [ 9 f) =2 ) 90 =

TERCERA PARTE: COMBINACIONES DE FUNCIONES

COMBINACIONES ARITMETICAS

Las funciones f y g se pueden combinar mediante las operaciones de suma, resta, multiplicacion y division para
formar cuatro funciones nuevas definidas:

F+9E =) +9()

EDIOEFIGORFIE)
(f)() = FEg(0)

_f®

(F19)0 =5

Al combinar las funciones aritméticamente es necesario que ambas estén definidas en el mismo nimero x, por lo
tanto, el dominiode f + g, f — gy fg es la interseccion de los dominios de 'y g. En el caso de f/g el dominio
es también la interseccion de los dominios de f'y g pero es necesario excluir los ceros del denominador.

EJEMPLO 1: Dadas las funciones f(x) = vx — 1y g(x) = x2 — 4, hallar (f + g)(x), (f — 9)(x), (fg)(x) ¥
(f/9)(x) y sus dominios.

SOLUCION

Como f es un funcion con raiz par, se debe cumplir que x — 1 > 0, por lo tanto, x > 1, es decir: Dom(f) = [1, ).

siempre que g(x) # 0

Dom(g) = R por ser una funcion polindmica de segundo grado. .
Dom(f + g) = Dom(f) n Dom(g) = [1,00) N R = [1, ). (figura 15) R ’
FIGURA 15

El dominiode f — gy de fg esel mismode f + g.

El dominio de 5 es Dom (5) = [1,00) — {2} ya que hay que excluir los __ o

i
2 0 t ]

ceros dela funcion g que quedan dentro de la interseccion de los dominios FIGURA 16

de f y g. (figura 16)
> -9 =vx—-1-(x*—-4)

> @ =Vr—T+x2—4 (f-9)00) =Vi—T—x2+4.

> (f® =~V 1 > D=5



COMPOSICION DE FUNCIONES:
Es otra forma de combinar funciones

DEFINICION: Si f:B — C'y g: A — B son dos funciones, la
composicion de f y g es otra funciénsenota f o g:A - C y se
define:

(feg)x) = f(g(x)

La figura 17 ilustra el proceso: La funcion g toma al nimero x
y lo transforma en g(x); este valor lo toma la funcioén f y lo
transforma en f(g(x)). Al mirar el proceso total podemos ver
que la nueva funcién fog toma a x y lo transforma FIGURA 17
directamente en f(g(x).

El proceso es valido siempre que g(x) esté en el dominio de la funcion f.

EJEMPLO 2: Dadas las funciones f(x) = 3x — 1, g(x) = x?2 y r(x) = 2 — x hallar:

) (Feg)(=2) 2) (9°NH(=2) 3) (fegmk)
4) (g°fH) 5 (fer)(®) 6) (geor)(x)
SOLUCION:
1) Por definicion afirmamos que: 2) Por definicion afirmamos que:
(feg)(=2) =f(9(=2)) G°=2)=g9((=2)
Lo cual indica que primero debemos evaluar la funcién | Lo cual indica que primero debemos evaluar la funcion
g en —2, asi: f en—2, asi:
g(=2)=(-2)*=4 f(=2)=3(-2)-1=-7
Reemplazamos arriba y concluimos que: Reemplazamos arriba y concluimos que:
(feg(=2)=f(*) (feg)(=2)=9(-7)
=3(4)-1 = (=7)
(feg)(=2)=11 (feg)(=2) =49
3) f(x)=3x—1yg(x) = x?, entonces: 4) [(x)=3x—1yg(x) = x? entonces:
(feg)(x) = f(9(x) (o) =g (x)
= f(x?) =g0Gx—1)
=3(x) -1 = (3x — 1)?
(fog)(x)=3x%—-1 (geHx) =9x*—6x+1
5 f(x)=3x—1yr(x)=2— x, entonces: 6) g(x) =x?yr(x) =2 — x, entonces:
(f er)(x) = f(r(x) (gor)(x) = g(r(x)
=f2-2) =92 -x)
=32-x)—1 = (2 —x)?
=6—-3x—1 (gor)(x) =4 —4x + x?
(fer)(x) =5—3x

NOTESE QUE: f o g # g o f, es decir que la composicion de funciones no es conmutativa.



EJERCICIO DE PRACTICA 4

1) Encadacasohalle (f + g)(x), (f —g)(x), (fg)(x) y (5) (x) simplificando los resultados. Halle también los
dominios correspondientes:
a) f(x)=x-3, gx) =x? b) f(x)=3x*>-1, glx) =x%>+4x—5
0 f@ == g0 =1 d) f) =5 90) =55
2)

Dadas las funciones f(x) = x3, g(x) = x? — 1, r(x) = v2x — 3, halle y simplifique:
) (feqp(-1) b) (g°9)(x) ) (feN) d) (reg)x)
e) (ref)(x) f) (GoNX) 9) (gemr)(x)

h)y (feg)(®)
3) Dos funciones 'y g son inversas siy sélosi (f o g)(x) = (go f)(x) = x

Compruebe que los siguientes pares de funciones son inversas:

a) f(x)=x2—4,g(x)=+Vx+4

x+1’

b) () =790 =

) fx)=3¥x+2, gx) =x3-2 d) fx) =5 gx) = =2

x2+1

X



