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GUIA 11: RECTA Y CIRCUNFERENCIA

PRIMERA PARTE: DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS Y PUNTO MEDIO DE UN
SEGMENTO

La esencia de la geometria analitica es la unién de la geometria (figuras y objetos) con el algebra (nimeros,
ecuaciones e inecuaciones). Los objetos geométricos se transforman en parejas o ternas de numeros reales o en
ecuaciones y viceversa.

El punto ya no se representa simplemente como una marca hecha en algun sitio, sino que es una pareja ordenada si
se trabaja en el espacio 2D (figura 1) o una terna ordenada si se trabaja en el espacio 3D (figura 2).
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FIGURA 1. Cada punto del plano FIGURA 2: Cada punto del espacio 3D es
(espacio 2D) es una pareja y cada pareja una terna ordenada y cada terna ordenada
es un punto del plano es un punto en el espacio

DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS DEL PLANO

La distancia entre dos puntos A(xy, y1) Y B(x5,y,) se nota d(4, B) y se define
como la longitud del segmento que une los puntos Ay B.

Observando la fugura 3 podemos ver que los puntos A, B 'y C forman un tridngulo
rectangulo, por lo tanto, aplicando el teorema de Pitdgoras podemos afirmar que:
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d(A,B) = \/(xz —x1)% + (y2 —y1)?

FIGURAS3: Distancia entre dos
puntos del plano

PUNTO MEDIO DE UN SEGMENTO

En el segmento AB que se muestra en la figura 4, los extremos son A(xy, y1) Y
B (x5, y,), mientras que el punto medio es M(x,y ).
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La abscisa ¥ es el promedio de x; y x5, por lo tanto, x = 22222

La abscisa 'y es el promedio de y; y y,, por lo tanto, y = —yl;'yz A

Podemos concluir que el punto medio de AB es:
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FIGURA 4: Punto medio de un
segmento



EJEMPLO 1: Hallar el perimetro de un tridangulo cuyos vértices son P(—3,1), Q(2,3) y R(—1, —3). (Figura 5)

El perimetro de un poligono es la suma de la longitud de sus lados, por lo tanto, debemos hallar la medida de cada
uno de ellos

dP,Q) =V2- (=3P +[3-1* | d(P,R)=[-1- (=) +[-3-1]?
T E NGRS 7"
=29 =2V5
~ 5,39 ~ 4,47

d(Q,R) =+/[-1—-2]2 + [-3 — 3]2 p =v29 + 2V5 + 35
= /(=32 +(-6)? p =29 +5V5
=35 p~>539+447+671 FIGURA 5: Ejemplo 1
~ 6,71 p = 16,57

EJEMPLO 2: Los extremos de un didmetro de una circunferencia son los puntos A(—5,4) y B(1,—2). Halle el
centro y el radio de la circunferencia.

El centro C es el punto medio del | El radio es la distancia ente del centro y

didmetro y se halla asi: algun punto, por lo tanto, una opcion es:
c (—5 +1 4+ (—2)> r=d(4,0)
2 12 =J(~2+ 5%+ (1-4)?
C(-2,1) r=3V2
Este valor es coherente con la gréfica de r =~ 4,24

la figura 6. FIGURA 6: Ejemplo 2

EJERCICIO DE PRACTICA 1

1) En cada caso, dibuje el segmento que une los puntos dados, halle la distancia entre ellos y su punto medio:
a) A(-3,4); B(3,0) b) A(4,4); B(0,—2) ¢) A(-1,-3);B(55)

d) A(18,—45); B(—24,15) e) A(—12,—45); B(—12,60) f) A(-9,-8); B(-9,6)

Informacidn: El segmento que une un vértice de un triangulo con el punto medio del lado opuesto recibe el nombre
de mediana. El punto de interseccion de las medianas se denomina baricentro y es el centroide o centro de gravedad
del tridngulo.

2) En cada caso, halle el perimetro del tridngulo y las longitudes de las medianas y haga un dibujo para ubicar el
baricentro.

a) A(=5-4), B(=32)y C(7.0) p) A(-5-2), B(14)y C(5,—6) c) A(=3,—4),B(7,2)yC(11,—6)

3) En cada caso compruebe que el tridngulo ABC es isosceles.

4) En cada ejercicio se da el centro C de una circunferencia y un punto P por donde pasa. En cada caso dibuje la
circunferencia y halle el valor del radio.
a) C(=32)y P(23) b) C(-2,-5)y P(0,0) c) CB1y P(0,-1)

5) En cada ejercicio se dan los extremos de un didmetro de una circunferencia. dibuje cada circunferencia y halle
su centro y su radio.
a) A(=32)y B(14) b) A(2,-5)y B(-4,-1) ¢) A(4,-2)y B(0,2)

6) En cada caso utilice el teorema de Pitadgoras para comprobar que el tridngulo PQR es rectangulo
a) P(=3,-1), Q(1,5) y R(43) b) P(-14), Q(17) y R(10,1)



Informacién: EIl punto medio de la hipotenusa de un tridngulo rectangulo equidista de los vértices del triangulo y
recibe el nombre de circuncentro porque es el centro de la circunferencia circunscrita.

7) Compruebe la informacion anterior utilizando los tridngulos del ejercicio 6) y dibuje las circunferencias
circunscritas a cada triangulo.

8) En cada ejercicio se dan los vértices de un trapezoide. Compruebe que el cuadrilatero que se forma al unir los
puntos medios de los lados de un trapezoide es un paralelogramo.

a) P(-2,1),Q0(2,5),R(8,7)y T(10,—1) b) P(0,-1),0(=2,7),R(6,9) y T(12,5)
9) Halle el valor de la coordenada desconocida.

a) A(1,1),B(5,t)yd(A,B) =5 b) A(w,2),B(7,8) yd(A,B) = 10

¢) A(=2,k),B(5—-1)yd(A B) =65 d) A(-1,6),B(v,2) yd(4,B) = 2V5

10) Tres ciudades A, B y C estan ubicadas en los puntos (—50,—40), (—100,70) y (120, —10) respectivamente
(medidas en kilémetros), En los ejercicios 36 al 38 halle la distancia recorrida por el avién en la trayectoria
indicada.

a) ABC b) BCA c) ABCA

11) Una patrulla costera esta ubicada en el punto P(40, —20) cuando recibe una un mensaje que le indica que una
embarcacion sospechosa de narcotréafico salié de A(—30,10) y se dirige a laisla en 1(60,80). La patrulla acude
al llamado e intercepta la nave sospechosa en el punto medio del recorrido de ésta. ¢ Qué distancia alcanzaron a
recorrer los narcos? ;qué distancia recorrio la patrulla?

12) El cafién mas grande de una antigua fortaleza ubicada en el punto F(—3,1) disparaba balas con un alcance
méximo de 5 Km. Un grupo de piratas que se encontraba escondida en P(—1,—2) sin ser vistos desde la
fortaleza, decide huir en su barco para refugiarse en una isla ubicada en 1(2,7). Los hombres de la fortaleza
empiezan a disparar cuando detectan la nave con tan mala suerte para los corsarios que son alcanzados por la
artilleria cuando pasan por el punto A(1,y). ¢Cual es el valor de y? ¢(Qué distancia alcanzaron a recorrer los
piratas? ¢cuanto les faltaba para llegar a la isla?

SEGUNDA PARTE: LA RECTA

Uno de los postulados mas famosos y sencillos de Euclides es “por dos puntos pasa exactamente una recta”, esto
garantiza que toda recta queda determinada si se conocen dos de sus puntos.

Toda recta tiene una posicidn relativa en el plano y su grado de inclinacion puede determinarse por medio de un
namero llamado PENDIENTE DE LA RECTA que se define

Ay
m=-—
Ax
Donde A es una letra griega llamada “delta” y que se usa en matematicas para
determinar incrementos (cambios) en el valor de una variable. En ese orden de ideas,
la pendiente de una recta mide la razon existente entre el “incremento de la variable
y” y “el incremento de la variable x .

En la figura 7 unarecta pasa por los puntos A(x;, v1) Y B(x,,v,) Y los incrementos
al pasar de A hasta B estdn dados por Ax =x, —x; y Ay =y, —y;; Poreso,
podemos asegurar que

Y2—=Y
m=2—22 FIGURA 7
X2 — X1
Ax > 0 siempre que x, > x4, €s decir: un Ax positivo indica aumento en el valor de la variable x (movimiento hacia
la derecha)

Ax < 0 siempre que x, < x;, es decir: un Ax negativo indica disminucién en el valor de la variable x (movimiento
hacia la izquierda)

Ay > 0 siempre gque y, > y;, s decir: un Ay positivo indica aumento en el valor de la variable y (movimiento
hacia arriba)

Ay < 0 siempre que y, < y;, s decir: un Ay negativo indica disminucion en el valor de la variable y (movimiento
hacia la abajo)



POSICION RELATIVA DE LA RECTA EN EL PLANO Y SU PENDIENTE

m >0 m <0 N
La recta “sube” tiene pendiente positiva La recta “baja” tiene pendiente negativa
™ ™
- Ay =0
t| Ay >0
Ax >0
Az =0
m =0 >
> m NO existe
La recta horizontal tiene pendiente cero Las rectas verticales no tienen pendiente definida

ECUACION DE LA RECTA

La recta como objeto geométrico es una linea que se representa utilizando una
regla, pero ¢;cual es su forma algebraica?

Para dar respuesta a la pregunta consideremos un punto A(xg,y,) fijo y un
punto B(x,y) que se mueve a lo largo de una recta (figura 8).

Las coordenadas del punto movil son las coordenadas de cualquiera de los
puntos de la recta, entonces, en una expresion donde estén x y y en este
contexto, estaran todos los puntos de la recta y, por lo tanto, dicha expresion
se convierte en la representacion algebraica de la recta.

La pendiente de la recta es: FIGURA 8: A es punto fijoy B
Y=y, es movil

X — Xg

m=
Y multiplicando por x — x,, se obtiene la expresion
Yy —¥o = m(x — x) (1)
Que es llamada forma pendiente-punto de la ecuacidn de la recta.

Las rectas no verticales intersecan al eje Y en un punto A(0, b) como ™
se muestra en a figura 9. El valor de b recibe el nombre de ordenada al
origen.

Apliquemos la formula (1) y despejemos la variable y:

b _ A@Q,b)
y=b=mx=-0) / }b — ordenada al origen
y—b=mx 7
y=mx+b (2) Figura 9: forma pendiente-ordenada al

L . . origen y=mx+b
Esta ecuacion es llamada forma pendiente-ordenada al origen.

En las rectas horizontales la pendiente es cero, por lo tanto, la ecuacion de la recta horizontal que pasa por (0, b) es
y=b>b

Otra forma de la ecuacion de larectaes Ax + By + C = 0 que es llamada forma general o forma implicita.



EJEMPLO 1:
Una recta tiene pendiente m = —§ y pasa por el punto A(—3,4)

La figura 5 muestra la gréfica de la recta.

A continuacidn, puede ver y analizar un posible proceso para hallar la Ar=3 1
ecuacion de la recta.

En el primer rengldn, se observa la ecuacion en la forma pendiente-puntoy ~ ° * = 2 1 0T 2 N4
a continuacion algunos pasos para llevar la ecuacion a la forma general FIGURA 10: Ejemplo 1

2
y—4=-— 3 (x +3)  forma pendiente — punto

2
y—4= —§x -2 ley distributiva
3y—12=-2x—6 multiplicando por 3
2x+3y—-6=0 transponiendo y reduciendo términos

La forma pendiente-ordenada al origen se obtiene despejando y de la Gltima ecuacion asi:

3y=—-2x+6
—2x+6
y = T 4:\
2 5 y=3
=—=x+
y 3X
RECTAS VERTICALES Y HORIZONTALES q ’
. . . . . Il
La ecuacion de una recta vertical que interseca al eje X en x = a es, precisamente, 8 !
X =a
-3 2 -1 0 1
La ecuacidon de una recta horizontal que interseca al eje Y en y = b es, precisamente, p

b
Y FIGURA 11: Rectas

La figura 11 muestra las graficas de una recta horizontal y una vertical con sus horizontales y verticales
correspondientes ecuaciones.

EJERCICIO DE PRACTICA 2

1) Halle las ecuaciones de las rectas que pasan por los siguientes pares de puntos expresandolas en las formas
general y explicita. Dibuje cada recta.

a) A(-34); B(2,0) b) A(4,4); B(0,-3) ¢) A(1,-3);B(4,-3) d) A(-8,-7);B(6,5)

2) En los siguientes ejercicios dibuje la recta que pasa por P y tiene pendiente m y halle su ecuacién en forma

general y en forma explicita.

a) P(-35) m=—: b) P(-2,-1) m=2 ) P(32) m=1

d P(0,-2) m=-2 e) P(-1,-3) m=-3 f) P(—4,-3) m:%

3) Halle las ecuaciones de las rectas representadas en la figura 12

FIGURA 12



RECTAS PARALELAS: dos rectas son paralelas cuando tienen la misma pendiente

La figura 13 muestra dos rectas paralelas L; y L, con pendientes m; y m,,

respectivamente.

Ll ||L2<=>m1=m2

RECTAS PERPENDICULARES:

Las rectas L y L, de la figura 14 son perpendiculares, por lo tanto, el tridngulo AOB,

es rectangulo.

Aplicamos el teorema de Pitagoras:

d2(A, B) = d%(4,0) + d?(0, B)

(my—my)?+ (A —-1%=(m;—0)2+ (1 —-0)%+ (m, —0)2+ (1 - 0)?

m3—2mm, +m? =mi+1+ms+1

Si restamos m? y m3 en ambos miembros de la igualdad y reducimos términos

semejantes obtenemos:

—2m1m2 =2

.- ., 1 .
Multiplicamos la ecuacién por — 5 para concluir que:

L1 J‘LZ <=>m1m2 :_1

FIGURA 13: Rectas

paralelas
/A(l, my)
I
I
La— ma :
I
oL |
I
Ly — my IB\(lz )

FIGURA 14: Rectas
perpendiculares

Traduciendo la expresion anterior decimos que dos rectas son perpendiculares si y s6lo si el producto de sus
pendientes es —1; esto significa que las pendientes son reciprocas y con signos contrarios.

1
my; = _m_1
EJEMPLO 2:
» Simy = —%ym2 = —%, las rectas son paralelas
» Sim; = %y m, = —g, las rectas son perpendiculares

EJEMPLO 3: Hallar la ecuacion de recta que pasa por A(2,—1) y es paralelaa Ly:x — 2y + 2 = 0.

Hallemos la pendiente de L,y para
esto escribimos la ecuacion en la

forma  pendiente-ordenada  al
origen:
x—2y+2=0
—2y=—x—2
— 1t

1
Por lo tanto, m; = >

La paralela L, tiene pendiente
m, = %y pasa por A(2,—1).

La ecuacion de L, es:
1
y +1= E (x - 2)

Que llevada a la forma implicita
es:
x—2y—4=0

Y esta es la ecuacién pedida.

1

EJEMPLO 4: Hallar la ecuacion de la recta que pasa por P(—3,—1) y es perpendiculara L;:5x + 4y — 7 = 0.

Hallemos la pendiente de L,:

5x+4y—-7=0
4y = =5x+7
5 7
y=Trtg

Por lo tanto, m1=—§

La perpendicular L, tiene pendiente
m, = gy pasa por P(—3,—1)

La ecuacién de L, es:
4
y+1= 3 (x+3)

En forma general o implicita es:
4x —5y+7=0

Que es la ecuacion pedida

N Wy

4 o
ta/
3 L ]

o

=Y
X
/ 10 1%? 5
N
| -1 | ".
P \\\
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EJERCICIO DE PRACTICA 3

Para cada grafica determine si el par de rectas son paralelas, perpendiculares u oblicuas?.

w

2)

3)

4)

5)

6)

7)

4| B B (o]
D 2
3 D
2
1 / I~
. 0
ra— - — — -2 o 2 4 5 -

-1

A -2
h C

¢Son paralelas u oblicuas? ¢Son paralelas u oblicuas? ¢Son perpendiculares u oblicuas?

|
ra

[of

Ubique los puntos A(—1,-3),B(—2,1),€(3,—-2),D(3,2) y E(2,2) en el plano, trace las rectas AB, AC, BD y
CE y determine cudles pares de rectas son paralelas, oblicuas o perpendiculares.

En cada ejercicio se dan cuatro puntos que son los vértices de un cuadrilatero. Determine, en cada caso si el
cuadrilatero es un romboide, un rombo, un trapecio o un trapezoide.

a) A(—4,—1),B(4,3),C(6,—1),D(2,—3)

b) A(=3,-1),B(4,2),C(1,-3),D(4,—2)

¢c) A(-3,—-1),B(0,3),€(5,3),D(2,-1)

d) A(=3,-1),B(0,3),C(5,3),D(1,-3)

En cada ejercicio se dan tres puntos A, B y£ ubique los puntos en el plano, trace la recta AB, halle
su ecuacion y la ecuacion de la paralela a AB y que pasa por C.

a) A(-=1,3),B(1,-1),C(—4,-2)

b) A(5,3),B(1,0),C(—4,2)

c) A(-3,2),B(1,-3),C(2,3)

En cada ejercicio se dan tres punt((ﬁA, B y C Ubique los puntos en el plano, trace la recta BC, halle
la ecuacion de la perpendicular a AB y que pasa por C.

a) A(—-1,3),B(1,-1),C(—4,-2)

b) A(5,3),B(1,0),C(—4,2)

c) A(-3,2),B(1,-3),€(2,3)

En cada ejercicio se dan los vértices de un triangulo. Determine si el triangulo dado es rectangulo u
oblicuangulo.

a) A(—4,—2),B(—6,2),C(0,5)
b) A(—4,—1),B(~54),C(4,1)
c) A(—4,—1),B(~2,5),C(1,4)

En cada ejercicio encuentre las ecuaciones de las rectas paralelas y perpendiculares a las rectas dadas
y que pasan por el punto P.

a) y=sx+2;P(3,—1)

b) y=-3x+1;P(-3,1)

c) 2x—3y+1=0;P(-14)
d x+2y+5=0;P(0,2)

! Dos rectas que no sean paralelas o perpendiculares son oblicuas entre si.



TERCERA PARTE: LA CIRCUNFERENCIA

CIRCUNFERENCIA es el lugar geométrico de todos los puntos del plano que equidistan de un punto fijo llamado
centro. La distancia entre el centro y cualquier punto de la circunferencia se denomina radio.

Llamemos C (h, k) al centro de una circunferencia si P(x,y) es un punto cualquiera de la circunferencia (figura 15
(a)), entonces, el radio  es:

d(C,P)=r

Ja-m*+@-k?=r

Si elevamos al cuadrado ambos
miembros se obtiene la forma
canonica o estandar de la ecuacion de
la circunferencia

(x—h)?+ (y — k)? =1?
Si el centro es el origen de (@) Circunferencia con C(h, k) (b) Circunferencia con €(0,0)

coordenadas (figura 15 (b)), la (x — h)? + (y — k)2 = r2 X2 +y2 = 12
ecuacion se reduce a

P(z,y)

C(0,0)

FIGURA 15: Forma canonica o estandar de la ecuacion de la circunferencia

X2+ y? =12

Al desarrollar la ecuacion canonica e igualar a cero se obtiene la llamada forma general de la ecuacién de la
circunferencia, asi:
x2—2hx+h®+y2—2ky+k?—-1r2=0
x2+y2—2hx —2ky +h*>+k?>—-12=0
Que podemos expresar:
x>*+y>+Cx+Dy+E=0
Donde C = —2h, D = =2k YE = h?> + k? — r?

EJEMPLO 1: Hallar, en forma candnica y en forma general la ecuacion de la circunferencia que tiene centro
C(—3,2) y pasa por P(2,1)

Necesitamos conocer el radio La ecuacion en forma canonica es: I
r=d(C,P) (x+3)2+(@y—2)2=26 N
N (D
r=v25+1 Para la forma general: ( ‘ “‘-%-.‘)Pj
r =26 x2+6x+9+y*—4y+4=26 'f‘*{s'5f4'3'2'1¢//?f

x2+y2+6x—4y—13=0

EJEMPLO 2: Los extremos de un didmetro de una circunferencia son los puntos A(—4,1) y B(2,—3). Halle la
ecuacion en forma general y dibuje la circunferencia.

El centro es el punto medio de r=J(=4+1D2+ (1 + 1)2
cualquier didmetro, entonces:
r=+v13

La ecuacién es:

2 2
C(-1,-1) x+1D2+ @+ 1D%*=13
El radio es la distancia entre el | x2+2x+1+y?+2y+1—-13=0

centro y cualquier punto de la
circunferencia, por lo tanto:

r=d(C,A)

—-4+21-3
‘( )

x2+y2+2x+2y—11=0




COMPLETACION DE CUADRADOS
Un binomio de la forma x? + bx puede transformarse en un trinomio cuadrado perfecto sumandole el tercer término

que equivale a (2)2.

EJEMPLO 3: EJEMPLO 4.
El binomio x2? 4+ 12x se convierte en trinomio | El binomio y? — 5y se convierte en trinomio cuadrado
2 2
cuadrado perfecto suméandole (12—2) = 6% = 36, asi: perfecto sumandole (— g) = 24—5, asi:
x? +12x + 36 = (x + 6)? , 25 5\°
y=sy+5=(r-3)

EJEMPLO 5: Dibujar la circunferencia x? + y2 + 4x + 2y —11 =0

Para dibujar la circunferencia se necesita conocer el centro y el radio, | Podemos extraer de la ecuacion
para esto debemos transformar la ecuacion de la forma general a la forma | canénica que C(—2,—1) y que r = 4
canodnica. lo que nos permite dibujar la

. A o circunferencia.
Primero agrupamos los términos de x y los términos de vy,

respectivamente: 1

x> +4x+ )+ @*+2y+ )=11 \
s
4 1

En cada paréntesis hacemos completacién de cuadrados teniendo en
cuenta sumar las mismas cantidades en ambos miembros de la igualdad T 5 5 o
para que no se altere la ecuacion 1 o—

(2+4x+4D)+ (@2 +2y+1)=11+4+1

Factorizamos los trinomios y obtenemos la forma candnica de la
ecuacion

r=

(x+2)2+@+1%2=16

EJERCICIO DE PRACTICA 4

1) Dibuje la circunferencia y halle la ecuacién en sus formas canonica y general

a) C(-41), r=3 b) €(0,0), r=4
15 12 1
) C(=33) =2 9 c(5) r=1
e) C(2,—1)y pasaporP(—2,—1) f) €(0,2) y pasa por P(3,0)
g) Los extremos de un didmetro son (—3,5) y h) Los extremos de un didmetro son (—2,—4) y
i) C(2,3)yestangente al eje X J) C(2,3) yestangente al eje Y
2) Dibuje las siguientes circunferencias:
a) (x+1D*+(y—-3)2=16 b) (x—1)2+(y+2)?%=4
) x>+ (y+4)?%=9 d (x—2)2+y2=25
e) x2+y%?=9 f) x2+y%2=1
g9) x2+y?—6x—8y+9=0 h) x2+y24+10x—6y—2=0
) x%+yi+4y—12=0 ) x%2+y*+2x—8=0 !

3) TEOREMA: La recta tangente a una circunferencia en un punto P es perpendicular
al radio que une P con el centro (figura 16).

Utilice el teorema anterior para determinar la ecuacién de la tangente a la
circunferencia dada en el punto dado. FIGURA 16: La tangente es

perpendicular al radio




a) x?+y?=25 P(-3,4) by (x+3)2+(y—-1)2=8, P(—-1,3)

c) x2+y?—4x+2y—-12=0, P(3,3) d x2+y%2+6x+2y—8=0, P(0,2)

4) Ladistanciaentre un punto P(xg, yo) Y larecta ax + by + ¢ = 0 se define como
el segmento de perpendicular trazado desde P hasta la recta (figura 17) y se halla
mediante la férmula

d= |axg + byg + c|

VaZ 1 b2
Utilice la férmula anterior para hallar la distancia entre la recta y el punto:
a) 3x+4y—-4=0,P(7,2) b) 2x —3y—-6=0, P(2,—-2)

5) Halle la ecuacidn de la circunferencia que tiene centro en C y es tangente a la
recta dada:

a C(—41,x+y—-2=0 b) €(3,-1),2x—y+1=0 c)

FIGURA 17: Distancia entre
un punto y una recta

C(=2,0),4x+3y—6=0



