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GUÍA 8: IDENTIDADES 

IDENTIDADES: son igualdades que se satisfacen para cualquier valor de la variable 

EJEMPLO 1: (𝑥 + 1)2 = 𝑥2 + 2𝑥 + 1 es una 

identidad algebraica porque se satisface para cualquier 

valor de 𝑥. 

Si 𝑥 = −2, entonces: 

(−2 + 1)2 = (−2)2 + 2(−2) + 1 

(−1)2 = 4 − 4 + 1            

1 = 1                  

Si 𝑥 = 6, entonces: 

(6 + 1)2 = (6)2 + 2(6) + 1 

(7)2 = 36 + 12 + 1 

49 = 49                

Podemos probar con cualquier valor de 𝑥. 

EJEMPLO 2: 𝑤2 − 4 = (𝑤 + 2)(𝑤 − 2) es una 

identidad algebraica porque se satisface para cualquier 

valor de 𝑤. 

Si 𝑤 = −5, entonces: 

(−5)2 − 4 = (−5 + 2)(−5 − 2) 

25 − 4 = (−3)(−7) 

21 = 21 

Si 𝑤 =
2

3
, entonces: 

(
2

3
)

2

− 4 = (
2

3
+ 2) (

2

3
− 2) 

4

9
− 4 = (

8

3
) (−

4

3
) 

−
32

9
= −

32

9
 

Podemos probar con cualquier valor de 𝑤. 

 

IDENTIDADES TRIGONOMÉTRICAS FUNDAMENTALES 

1) IDENTIDADES DE COCIENTE 

a) tan 𝑡 =
sin 𝑡

cos 𝑡
 

b) cot 𝑡 =
cos 𝑡

sin 𝑡
 

2) IDENTIDADES RECÍPROCAS 

a) cot 𝑡 =
1

tan 𝑡
    o  tan 𝑡 =

1

cot 𝑡
 

b) sec 𝑡 =
1

cos 𝑡
   o  cos 𝑡 =

1

sec 𝑡
 

c) csc 𝑡 =
1

sin 𝑡
    o   sin 𝑡 =

1

csc 𝑡
 

3) IDENTIDADES PITAGÓRICAS 

a) Observemos el triángulo rectángulo de la figura 1 y utilicemos el teorema de Pitágoras para concluir que: 

sin2 𝑡 + cos2 𝑡 = 1 

b) Multipliquemos la identidad anterior por 
1

cos2 𝑡
: 

sin2 𝑡

cos2 𝑡
+

cos2 𝑡

cos2 𝑡
=

1

cos2 𝑡
 

tan2 𝑡 + 1 = sec2 𝑡 

c) Ahora, multipliquemos la primera identidad pitagórica por 
1

sin2 𝑡
: 

sin2 𝑡

sin2 𝑡
+

cos2 𝑡

sin2 𝑡
=

1

sin2 𝑡
 

1 + cot2 𝑡 = csc2 𝑡 

FIGURA 1: relación pitagórica de 

las funciones seno y coseno 



  

Una aplicación de las identidades trigonométricas fundamentales es encontrar el valor de las funciones 

trigonométricas de un ángulo o número real cuando se conoce el valor de una de ellas. 

EJEMPLO 3: si cos 𝜃 = −
2

3
 y 𝜃 es un ángulo del segundo cuadrante, ¿cuáles son los valores exactos de las demás 

funciones trigonométricas? 

La clave para resolver es utilizar una identidad en la que haya una sola incógnita. 

➢ Podríamos empezar por hallar el valor de la función recíproca de coseno que es la secante: 

sec 𝜃 =
1

cos 𝜃
⇒ 𝐬𝐞𝐜 𝜽 = −

𝟑

𝟐
 

➢ Tal vez ahora queramos hallar el valor del seno y de su recíproca que es la cosecante. Para ello podemos 

observar que conviene utilizar la primera identidad pitagórica así: 

sin2 𝜃 + cos2 𝜃 = 1 

sin2 𝜃 = 1 −cos2 𝜃 

sin2 𝜃 = 1 − (−
2

3
)

2

 

sin2 𝜃 =
5

9
 

sin 𝜃 = ±
√5

3
 

Como 𝜃 es del segundo cuadrante entonces 

seleccionamos el signo positivo, por lo tanto: 

𝒔𝒊𝒏 𝜽 =
√𝟓

𝟑
 

Y la función recíproca es 

csc 𝜃 =
3

√5
 

𝐜𝐬𝐜 𝜽 =
𝟑√𝟓

𝟓
 

➢ Por último, hallamos la tangente y la cotangente 

tan 𝜃 =
sin 𝜃

cos 𝜃
 

tan 𝜃 =

√5
3

−
2
3

 

𝐭𝐚𝐧 𝜽 = −
√𝟓

𝟐
 

 

La cotangente es el recíproco de la tangente, por lo 

tanto: 

cot 𝜃 = −
2

√5
 

𝐜𝐨𝐭 𝜽 = −
𝟐√𝟓

𝟓
 

 

EJERCICIO DE PRÁCTICA 1 

En cada caso utilice identidades trigonométricas fundamentales para halla los valores exactos de las funciones que 

faltan. 

1) sin 𝛼 =
3

4
 y 𝛼 es del segundo 

cuadrante 

2) tan 𝛽 = −3 y 𝛽 es del cuarto 

cuadrante 

3) sec 𝑤 = 2 y 𝑤 es del primer 

cuadrante 

4) cos 𝜙 = −
√5

3
 y 𝜙 es del 

tercer cuadrante 

5) cot 𝜃 = −1 y 𝜃 es del 

segundo cuadrante 
6) csc 𝛽 = −√2 y 𝛽 es del 

cuarto cuadrante 

 

 

DEMOSTRACIÓN DE IDENTIDADES TRIGONOMÉTRICAS 

Otra aplicación de las identidades fundamentales es que sirven para comprobar si una igualdad es o no otra 

identidad. 

Existen diferentes técnicas para demostrar identidades, pero el objetivo es siempre comprobar que el miembro de a 

izquierda es idéntico al de la derecha. 

Propongo el método que consiste en transformar todo a senos y cosenos para luego simplificar desarrollando las 

operaciones que aparezcan 



  

EJEMPLO 4: demostrar la identidad tan 𝜃 + cot 𝜃 = sec 𝜃 csc 𝜃 

Solución: expresamos todo en términos de senos y cosenos 

sin 𝜃

cos 𝜃
+

cos 𝜃

sin 𝜃
= (

1

cos 𝜃
) (

1

sin 𝜃
) 

Desarrollamos las operaciones indicadas 

sin2 𝜃 + cos2 𝜃

cos 𝜃 sin 𝜃
=

1

cos 𝜃 sin 𝜃
 

El numerador de la fracción del primer miembro es 1, por lo tanto: 

1

cos 𝜃 sin 𝜃
=

1

cos 𝜃 sin 𝜃
 

Queda demostrado que la igualdad dada es una identidad porque el miembro de la izquierda resultó idéntico al de 

la derecha. 

EJEMPLO 5: demostrar la identidad 
sin 𝛼

csc 𝛼+cot 𝛼
+

sin 𝛼

csc 𝛼−cot 𝛼
= 2 

sin 𝛼

1
sin 𝛼

+
cos 𝛼
sin 𝛼

+
sin 𝛼

1
sin 𝛼

−
cos 𝛼
sin 𝛼

= 2 

sin 𝛼
1

1 + cos 𝛼
sin 𝛼

+

sin 𝛼
1

1 − cos 𝛼
sin 𝛼

= 2 

sin2 𝛼

1 + cos 𝛼
+

sin2 𝛼

1 − cos 𝛼
= 2 

sin2 𝛼 (1 − cos 𝛼) + sin2 𝛼 (1 + cos 𝛼)

1 − cos2 𝛼
= 2 

sin2 𝛼 − sin2 𝛼 cos 𝛼 + sin2 𝛼 + sin2 𝛼 cos 𝛼

sin2 𝛼
= 2 

2 sin2 𝛼

sin2 𝛼
= 2 

2 = 2 

Queda demostrada la identidad porque pudimos comprobar que los dos miembros tienen valores idénticos 

 

EJERCICIO DE PRÁCTICA 2 

Demuestre que las siguientes igualdades son identidades trigonométricas. 

a) 
cos 𝑥

cot 𝑥
= sin 𝑥 b) 

sin 𝑤

csc 𝑤
+

cos 𝑤

sec 𝑤
=1 

c) 
sec 𝑦

tan 𝑦+cot 𝑦
= sin 𝑦 d) sec2 𝛼 + csc2 𝛼 =

1

sin2 𝛼   cos2 𝛼
   

e) 
sin 𝜃+𝑐𝑜𝑠𝜃

sin 𝜃
= 1 + cot 𝜃 f) 

sin 𝑥

csc 𝑥
+

cos 𝑥

sec 𝑥
= 1 

g) 
sin 𝑦

1−cos 𝑦
− cot 𝑦 = csc 𝑦 h) tan 𝐴 sin 𝐴 + cos 𝐴 = sec 𝐴 

i) 
1+cot 𝜃

1+tan 𝜃
= cot 𝜃 j) (1 + tan 𝑦)2 + (1 − tan 𝑦)2 = 2 sec2 𝑦 

k) sec 𝑥 + tan 𝑥 =
1+sin 𝑥

cos 𝑥
 l) (tan 𝜃 + cot 𝜃) sin 𝜃 cos 𝜃 = 1 

m) 
1

1+sin 𝐴
+

1

1−sin 𝐴
= 2 sec2 𝐴 n) 

1−tan 𝑥

sec 𝑥
= cos 𝑥 − sin 𝑥 

 



  

COFUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 

 

Dos ángulos 𝛼 y 𝛽 son complementarios cuando 𝛼 + 𝛽 = 90°, de donde se puede deducir que 𝛽 = 90° − 𝛼 

Los dos ángulos agudos de un triángulo rectángulo son complementarios. 

Comparemos los valores de las funciones trigonométricas de los ángulos agudos del triángulo rectángulo de la figura 

3, así:  

sin 𝛼 =
𝑎

𝑏
 

cos 𝛼 =
𝑐

𝑏
 

tan 𝛼 =
𝑎

𝑐
 

cot 𝛼 =
𝑐

𝑎
 

sec 𝛼 =
𝑏

𝑐
 

csc 𝛼 =
𝑏

𝑎
 

sin(90° − 𝛼) =
𝑐

𝑏
 

cos(90° − 𝛼) =
𝑎

𝑏
 

tan(90° − 𝛼) =
𝑐

𝑎
 

cot(90° − 𝛼) =
𝑎

𝑐
 

sec(90° − 𝛼) =
𝑏

𝑎
 

csc(90° − 𝛼) =
𝑏

𝑐
 

 

 

Nos damos cuenta que: 

sin(90° − 𝛼) = cos 𝛼 

cos(90° − 𝛼) = sin 𝛼 

tan(90° − 𝛼) = cot 𝛼 

cot(90° − 𝛼) = tan 𝛼 

sec(90° − 𝛼) = csc 𝛼 

csc(90° − 𝛼) = sec 𝛼 

Como consecuencia de lo anterior podemos concluir que: 

1. La palabra coseno significa seno del complemento 

2. La palabra cotangente significa tangente del complemento 

3. La palabra cosecante significa secante del complemento 

El complemento de 30° es 60°, entonces, podemos ver que cos 60° = sin(90° − 60°) = sin 30° =
1

2
 

El complemento de 75° es 15 °, entonces, cot 15° = tan(90° − 15°) = tan 75° = 2 + √3 

 

ÁNGULOS OPUESTOS O SIMÉTRICOS 

Dos ángulos son opuestos o simétricos si poseen igual medida, pero se generan en direcciones contrarias como 30° 

y −30°, 
𝜋

4
 y −

𝜋

4
. 

Los puntos 𝑃(𝑎, 𝑏) y 𝑃′(𝑎, −𝑏) de la figura 3 son simétricos con relación al eje X y determinan los ángulos 𝜃 y −𝜃. 

Relacionemos las funciones trigonométricas de los ángulos simétricos 𝜃 y −𝜃. 

Observamos que: 

1) sin 𝜃 = 𝑏 y sin(−𝜃) = −𝑏, entonces, sin(−𝜃) = − sin 𝜃 

2) cos 𝜃 = 𝑎 y cos(−𝜃) = 𝑎, entonces, cos(−𝜃) = cos 𝜃 

3) tan 𝜃 =
𝑏

𝑎
 y tan(−𝜃) = −

𝑏

𝑎
, entonces, tan(−𝜃) = − tan 𝜃 

4) cot 𝜃 =
𝑎

𝑏
 y cot(−𝜃) = −

𝑎

𝑏
, entonces, cot(−𝜃) = − cot 𝜃 

5) sec 𝜃 =
1

𝑎
 y sec(−𝜃) =

1

𝑎
, entonces, sec(−𝜃) = sec 𝜃 

6) csc 𝜃 =
1

𝑏
 y csc(−𝜃) = −

1

𝑏
, entonces, csc(−𝜃) = − csc 𝜃 

OBSERVACIÓN: Las funciones coseno y secante de los ángulos simétricos son iguales y se dice que son funciones 

pares, las demás funciones tienen signos opuestos y se dice que son funciones impares. 

 

FIGURA 3: ángulos simétricos 

FIGURA 3: Cofunciones 



  

IDENTIDADES TRIGONOMÉTRICAS PARA LA SUMA O DIFERENCIA DE ÁNGULOS 

COSENO DE LA DIFERENCIA DE DOS ÁNGULOS 

 

La figura 3(a) muestra los ángulos 𝛼 y 𝛽 en posición normal con sus respectivos puntos terminales; allí también se 

observa que el ángulo POQ es equivalente a la diferencia 𝛽 − 𝛼 pero ésta no está en posición normal. 

En la figura 3(b) hemos colocado el ángulo 𝛽 − 𝛼 en posición normal y para ello sólo tomamos el segmento A’P’ 

igual al segmento AP. El punto Q’ es el punto terminal de 𝛽 − 𝛼. 

𝑑(𝐴′, 𝑃´) = 𝑑(𝐴, 𝑃) 

√[cos(𝛽 − 𝛼) − 1]2 + [sin(𝛽 − 𝛼) − 0]2 = √[cos 𝛽 − cos 𝛼]2 + [sin 𝛽 − sin 𝛼]2 

Elevamos al cuadrado los dos miembros para obtener: 

cos2( 𝛽 − 𝛼) − 2cos (𝛽 − 𝛼) + 1 + sin2(𝛽 − 𝛼) = cos2 𝛽 − 2 cos 𝛽 cos 𝛼 + cos2 𝛼 + sin2 𝛽 − 2 sin 𝛼 sin 𝛽 + sin2 𝛼 

2 − 2 cos(𝛽 − 𝛼) = 2 − 2 cos 𝛽 cos 𝛼 − 2 sin 𝛼 sin 𝛽 

Dividimos la ecuación por 2, y simplificamos la expresión para obtener: 

cos(𝛽 − 𝛼) = cos 𝛽 cos 𝛼 + sin 𝛽 sin 𝛼                 (1)  

CONCLUSIÓN: el coseno de la diferencia de dos ángulos es igual al producto de los 

cosenos más el producto de los senos. 

 

COSENO DE LA SUMA DE DOS ÁNGULOS 

La suma 𝛽 + 𝛼 puede reescribirse como 𝛽 − (−𝛼), por lo tanto: 

cos( 𝛽 + 𝛼) = cos[ 𝛽 − (−𝛼)] 

Aplicamos la fórmula 1 

cos(𝛽 + 𝛼) = cos 𝛽 cos(−𝛼) + sin 𝛽 sin(−𝛼) 

Utilizando las identidades de ángulos simétricos podemos escribir: 

cos(𝛽 + 𝛼) = cos 𝛽 cos 𝛼 + sin 𝛽 (−sin 𝛼) 

Por lo tanto: 

cos(𝛽 + 𝛼) = cos 𝛽 cos 𝛼 − sin 𝛽 sin 𝛼             (2) 

CONCLUSIÓN: el coseno de la suma de dos ángulos es igual al producto de los cosenos 

menos el producto de los senos. 

 

SENO DE LA DIFERENCIA DE DOS ÁNGULOS 

Utilizamos el concepto de cofunción para hallar el seno de la diferencia de dos ángulos así:  

sin(𝛽 − 𝛼) = cos[90° − (𝛽 − 𝛼)] 

sin(𝛽 − 𝛼) = cos[(90° − 𝛽) + 𝛼] 

(a) 

FIGURA 3: Identidades para la diferencia de ángulos 

(b) (a) 



  

sin(𝛽 − 𝛼) = cos(90° − 𝛽) cos 𝛼 − sin(90° − 𝛽) sin 𝛼 

sin(𝛽 − 𝛼) = sin 𝛽 cos 𝛼 − cos 𝛽 sin 𝛼 

sin(𝛽 − 𝛼) = sin 𝛽 cos 𝛼 − sin 𝛼 cos 𝛽         (3) 

CONCLUSIÓN: el seno de la diferencia de dos ángulos es igual al seno del primero por el 

coseno del segundo menos el seno del segundo por el coseno del primero 

 

SENO DE LA SUMA DE DOS ÁNGULOS 

sin(𝛽 + 𝛼) = sin[𝛽 − (−𝛼)] 

sin(𝛽 + 𝛼) = sin 𝛽 cos(−𝛼) − sin(−𝛼) cos 𝛽 

sin(𝛽 + 𝛼) = sin 𝛽 cos 𝛼 − [− sin 𝛼] cos 𝛽 

sin(𝛽 + 𝛼) = sin 𝛽 cos 𝛼 + sin 𝛼 cos 𝛽         (4) 

CONCLUSIÓN: el seno de la suma de dos ángulos es igual al seno del primero por el 

coseno del segundo más el seno del segundo por el coseno del primero 

 

TANGENTE DE LA SUMA DE DOS ÁNGULOS 

tan(𝛽 + 𝛼) =
sin(𝛽 + 𝛼)

cos(𝛽 + 𝛼)
 

tan(𝛽 + 𝛼) =
sin 𝛽 cos 𝛼 + sin 𝛼 cos 𝛽

cos 𝛽 cos 𝛼 − sin 𝛽 sin 𝛼
 

Multiplicamos tanto el numerador como el denominador del segundo miembro de la expresión anterior por 
1

cos 𝛽 cos 𝛼
 

y se obtiene: 

tan(𝛽 + 𝛼) =

sin 𝛽 cos 𝛼
cos 𝛽 cos 𝛼

+
sin 𝛼 cos 𝛽
cos 𝛽 cos 𝛼

cos 𝛽 cos 𝛼
cos 𝛽 cos 𝛼

−
sin 𝛽 sin 𝛼
cos 𝛽 cos 𝛼

 

tan(𝛽 + 𝛼) =
tan 𝛽 + tan 𝛼

1 − tan 𝛽 tan 𝛼
            (5) 

En forma similar se puede concluir que: 

tan(𝛽 − 𝛼) =
tan 𝛽 − tan 𝛼

1 + tan 𝛽 tan 𝛼
            (6) 

 

Las seis identidades anteriores se pueden resumir así: 

sin(𝛽 ± 𝛼) = sin 𝛽 cos 𝛼 ±  sin 𝛼 cos 𝛽 

cos(𝛽 ± 𝛼) = cos 𝛽 cos 𝛼 ∓ sin 𝛽 sin 𝛼 

tan(𝛽 ± 𝛼) =
tan 𝛽 ± tan 𝛼

1 ∓ tan 𝛽 tan 𝛼
 

EJEMPLO 6: Simplifique sin(30° + 𝜃) 

Solución:  

sin(30° + 𝜃) = sin 30° cos 𝜃 + cos 30° sin 𝜃 

sin(30° + 𝜃) =
1

2
cos 𝜃 +

√3

2
sin 𝜃 

sin(30° + 𝜃) =
cos 𝜃 + √3 sin 𝜃

2
 



  

EJEMPLO 7: simplifique cos(𝑤 + 𝜋) 

Solución: 

cos(𝑤 + 𝜋) = cos 𝑤 cos 𝜋 − sin 𝑤 sin 𝜋 

cos(𝑤 + 𝜋) = cos 𝑤 (−1) − sin 𝑤 (0) 

cos(𝑤 + 𝜋) = − cos 𝑤 

EJEMPLO 8: Si cos 𝐴 =
2

5
 con 𝐴 en el primer cuadrante y sin 𝐵 = −

1

3
 con 𝐵 en el tercer cuadrante, halle el valor 

exacto de tan(𝐴 − 𝐵). 

Solución: tal y como se observa en la fórmula (6), para poder resolver el problema debemos conocer los valores de 

las tangentes de 𝐴 y de 𝐵; para esto utilizaremos las identidades fundamentales, así:  

Para el ángulo 𝐴: 

sin2 𝐴 = 1 − cos2 𝐴 

sin2 𝐴 = 1 −
4

25
 

sin2 𝐴 =
21

25
 

sin 𝐴 = ±
√21

5
 

La función seno es positiva en el primer cuadrante, por 

lo tanto: 

sin 𝐴 =
√21

5
 

Ahora: 

tan 𝐴 =
sin 𝐴

cos 𝐴
 

tan 𝐴 =

√21
5
2
5

 

tan 𝐴 =
√21

2
 

Para el ángulo 𝐵: 

cos2 𝐵 = 1 − sin2 𝐵 

cos2 𝐵 = 1 −
1

9
 

cos2 𝐴 =
8

9
 

cos 𝐵 = ±
2√2

3
 

La función coseno es negativa en el tercer cuadrante, 

por lo tanto: 

cos 𝐵 = −
2√2

3
 

Ahora: 

tan 𝐵 =
sin 𝐵

cos 𝐵
 

tan 𝐴 =
−

1
3

−
2√2

3

 

tan 𝐴 =
√2

4
 

 

Ahora damos solución a la pregunta del problema: 

tan(𝐴 − 𝐵) =
tan 𝐴 − tan 𝐵

1 + tan 𝐴 tan 𝐵
 

tan(𝐴 − 𝐵) =

√21
2

−
√2
4

1 + (
√21

2
) (

√2
4

)

 

tan(𝐴 − 𝐵) =

2√21 − √2
4

1 +
√42

8

 

tan(𝐴 − 𝐵) =

2√21 − √2
4

8 + √42
8

 

tan(𝐴 − 𝐵) =
4√21 − 2√2

8 + √42
 

 



  

EJERCICIO DE PRÁCTICA 3 

1) Si tan 𝛼 = 1 3⁄  con α en el tercer cuadrante y cos 𝛽 = −2 3⁄  con β en el segundo cuadrante, halle los valores 

exactos de: 

a) sin(𝛼 + 𝛽) b) cos(𝛼 − 𝛽) c) tan (
𝜋

6
− 𝛽) 

d) sin(45° − 𝛼) e) cos(𝛼 − 𝜋) f) tan(𝛽 + 90°) 

2) Si cos 𝜃 = −3/5 con θ en el segundo cuadrante y tan α = 3 con α en el primer cuadrante, halle los valores 

exactos de: 

a) sin(𝛼 + 𝜃) b) cos(𝛼 − 𝜃) c) tan(45° − 𝜃) 

d) sin(30° − 𝛼) e)  tan(𝛼 + 𝜃) f) sin(180° + 𝛼) 

g) sin(𝛼 + 𝜃) h) cos(𝛼 + 𝜃) i) tan (
𝜋

4
− 𝜃) 

3) Utilice los valores exactos de las funciones trigonométricas de 30°, 45° y 60° para hallar los valores exactos de 

las funciones de 15°, 75° y 105°. (sugerencia: 15° = 45° − 30°) 

4) Demuestre las siguientes identidades: 

a) cos  (90° + 𝛼) = sin 𝛼 b) sin  (180° − 𝛽) = sin 𝛽 

c) sin(𝛼 + 𝛽) + sin(𝛼 − 𝛽) = 2 sin 𝛼 cos 𝛽 d) cos  (𝛼 + 𝛽) + cos  (𝛼 − 𝛽) = 2 cos 𝛼 cos 𝛽 

e) cos(𝛼 − 𝛽) − cos(𝛼 + 𝛽) = 2 sin 𝛼 sin 𝛽 f) sin(𝑥 − 270°) = cos 𝑥 

 

IDENTIDADES PARA EL ÁNGULO DOBLE 

1)  

sin(2𝐴) = sin(𝐴 + 𝐴) 

sin(2𝐴) = sin 𝐴 cos 𝐴 + sin 𝐴 cos 𝐴 

sin(2𝐴) = 2 sin 𝐴 cos 𝐴            (7) 

2)  

cos(2𝐴) = cos (𝐴 + 𝐴) 

cos(2𝐴) = cos 𝐴 cos 𝐴 − sin 𝐴 sin 𝐴 

cos(2𝐴) = cos2 𝐴 − sin2 𝐴            (8) 

3)  

tan(2𝐴) = tan (𝐴 + 𝐴) 

tan(2𝐴) =
tan 𝐴 + tan 𝐴

1 − tan 𝐴 tan 𝐴
 

tan(2𝐴) =
2 tan 𝐴

1 − tan2 𝐴
             (9) 

 

IDENTIDADES PARA EL ÁNGULO MITAD 

1) Tomamos la identidad (8) y reemplazamos cos2 𝐴 utilizando la identidad trigonométrica fundamental: 

  
cos(2𝐴) = cos2 𝐴 − sin2 𝐴 

cos(2𝐴) = (1 − sin2 𝐴) − sin2 𝐴 

cos(2𝐴) = 1 − 2 sin2 𝐴 

2 sin2 𝐴 = 1 − cos(2𝐴) 

sin2 𝐴 =
1 − cos(2𝐴)

2
 



  

Tomemos 𝐴 =
𝜃

2
 y reemplacemos en la última ecuación: 

sin2 (
𝜃

2
) =

1 − cos [2 (
𝜃
2

)]

2
 

sin2 (
𝜃

2
) =

1 − cos 𝜃

2
             (10) 

2) Tomamos la identidad (8) y reemplazamos sin2 𝐴 utilizando la identidad trigonométrica fundamental: 

cos(2𝐴) = cos2 𝐴 − sin2 𝐴 

cos(2𝐴) = cos2 𝐴 − (1 − cos2 𝐴) 

cos(2𝐴) = cos2 𝐴 − 1 + cos2 𝐴 

cos(2𝐴) = 2 cos2 𝐴 − 1 

2 cos2 𝐴 = 1 + cos(2𝐴) 

cos2 𝐴 =
1 + sin(2𝐴)

2
 

Tomemos 𝐴 =
𝜃

2
 y reemplacemos en la última ecuación: 

cos2 (
𝜃

2
) =

1 + sin [2 (
𝜃
2

)]

2
 

cos2 (
𝜃

2
) =

1 + sin 𝜃

2
             (11) 

3) Por último: 

tan2 (
𝜃

2
) =

sin2 (
𝜃
2

)

cos2 (
𝜃
2

)
 

tan2 (
𝜃

2
) =

1 − cos 𝜃
2

1 + cos 𝜃
2

 

tan2 (
𝜃

2
) =

1 − cos 𝜃

1 + cos 𝜃
         (12) 

EJEMPLO 9: Si cos 𝛼 =
3

4
 y 𝛼 es del cuarto cuadrante, halle los valores exactos de cos(2𝛼) , tan(2𝛼) , sin (

𝛼

2
) y 

tan (
𝛼

2
). 

Solución: Observando las identidades correspondientes nos damos cuenta que para poder desarrollar este ejercicio, 

es necesario conocer seno, coseno y tangente de 𝛼; sólo conocemos coseno entonces procedemos primero a hallar 

las otras dos, utilizando las identidades fundamentales, así: 

sin2 𝛼 = 1 − cos2 𝛼 

sin2 𝛼 = 1 −
9

16
 

sin2 𝛼 =
7

16
 

sin 𝛼 = ±
√7

4
 

Como sin 𝛼 es negativo en el cuarto cuadrante debemos 

seleccionar el signo −, por lo tanto: 

sin 𝛼 = −
√7

4
 

 

tan 𝛼 =
sin 𝛼

cos 𝛼
 

tan 𝛼 =
−

√7
4

3
4

 

tan 𝛼 = −
√7

3
 



  

Ya tenemos todo lo necesario, podemos utilizar las identidades: 

cos(2𝛼) = cos2 𝛼 − sin2 𝛼 

cos(2𝛼) =
9

16
−

7

16
 

cos(2𝛼) =
1

8
 

tan(2𝛼) =
2 tan 𝛼

1 − tan2 𝛼
 

tan(2𝛼) =

2 (−
√7
3

)

1 − (−
√7
3

)

2 

tan(2𝛼) = −3√7 

Para los otros dos valores pedidos, debemos determinar en qué cuadrante se ubica el ángulo 
𝛼

2
 para poder seleccionar 

el signo adecuado. 

Como 𝛼 es del cuarto cuadrante 

entonces está entre 270° y 360°, lo 

cual se expresa: 

270° < 𝛼 < 360° 

Dividimos por 2 la desigualdad 

anterior y se obtiene que: 

135° <
𝛼

2
< 180° 

Esto nos indica que 
𝛼

2
 es del segundo 

cuadrante ya que está entre 135° y 

180° 

sin2 (
𝛼

2
) =

1 − cos 𝛼

2
 

sin2 (
𝛼

2
) =

1 −
3
4

2
 

 

sin2 (
𝛼

2
) =

1

8
 

sin (
𝛼

2
) = ±

√2

4
 

En el segundo cuadrante seno es 

positivo, por lo tanto: 

sin (
𝛼

2
) =

√2

4
 

tan2 (
𝛼

2
) =

1 − cos 𝛼

1 + cos 𝛼
 

tan2 (
𝛼

2
) =

1 −
3
4

1 +
3
4

 

tan2 (
𝛼

2
) =

1

7
 

tan 𝛼 = ±
√7

7
 

En el segundo cuadrante la tangente 

es negativa, por lo tanto: 

tan 𝛼 = −
√7

7
 

  

EJERCICIO DE PRÁCTICA 3 

 

1) Utilice los valores de las funciones trigonométricas de 30° y de 45° para hallar los valores exactos de las 

funciones de 15° y de 22° 30’, respectivamente. 

2) Si cos 𝜙 =
1

3
 y 𝜙 es del cuarto cuadrante, halle los valores exactos de: 

a) tan(2𝜙) b) cos (
𝜙

2
) c) sin(2𝜙) 

3) Si tan 𝛽 =
1

3
 y 𝛽 es del primer cuadrante, halle los valores exactos de: 

a) cos(2𝛽) b) sin (
𝛽

2
) c) csc(2𝛽) 

4) Si sec 𝜃 = −2 y 𝜃 es del tercer cuadrante, halle los valores exactos de: 

a) sin(2𝛽) b) tan (
𝛽

2
) c) sec(2𝛽) 

 


