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GUIA 8: IDENTIDADES

IDENTIDADES: son igualdades que se satisfacen para cualquier valor de la variable

EJEMPLO 1. (x+1)?2=x?+2x+1 es una
identidad algebraica porque se satisface para cualquier
valor de x.

Si x = —2, entonces:
(—2+ 1?2 =(-2)?+2(-2)+1
(-1)2=4-4+1
1=1
Si x = 6, entonces:
6+1)%*=(6)2+2(6)+1

EJEMPLO 2: w?2—4=(w+2)(w—2) es una
identidad algebraica porque se satisface para cualquier
valor de w.

Si w = =5, entonces:
(=5)2—4=(-5+2)(-5-2)
25—4=(-3)(-7)
21=21
Siw= g entonces:

2

2 2 2
(7)? =36 +12+1 ) -+-(G+2)G-2)
49 = 49 4 _ (8)( 4)
Podemos probar con cualquier valor de x. 9 3/\ 3
32 32
"9~ "9

Podemos probar con cualquier valor de w.

IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS FUNDAMENTALES

1) IDENTIDADES DE COCIENTE T
a) tant = sint _—H
cost
b) cott = cost !
int 1 L t
. I
2) IDENTIDADES RECIPROCAS S
. 1%
a) cott=—— o tant=— Lrad , A >
tant cott 0 cos t )
b) sect=—— 0 cost=— o
cost sect FIGURA 1: relacidn pitagérica de

. 1 las funciones seno y coseno
0 sint=—

1
C) csct=—
sint csct

3) IDENTIDADES PITAGORICAS
a) Observemos el tridngulo rectangulo de la figura 1 y utilicemos el teorema de Pitagoras para concluir que:

sin’t +cos?t=1

- - . . . 1 .
b) Multipliquemos la identidad anterior por —=:

cos4t
sin? t N cos?t 1
cos?t cos?t cos?t

tan’t 4+ 1 = sec?t

c) Abhora, multipliqguemos la primera identidad pitag6rica por

sin2t’

sin?t N cos?t 1
sin?t = sin?t sin?t

1+ cot?t = csc?t



Una aplicacion de las identidades trigonométricas fundamentales es encontrar el valor de las funciones
trigonométricas de un &ngulo o nimero real cuando se conoce el valor de una de ellas.

- 2 . . .
EJEMPLO 3:sicosf = — 3Y 6 es un angulo del segundo cuadrante, ¢cuéles son los valores exactos de las demas
funciones trigonométricas?
La clave para resolver es utilizar una identidad en la que haya una sola incgnita.

» Podriamos empezar por hallar el valor de la funcién reciproca de coseno que es la secante:
0 ! 0
secl = ——=>sech = ——
cos @ 2

» Tal vez ahora queramos hallar el valor del seno y de su reciproca que es la cosecante. Para ello podemos
observar que conviene utilizar la primera identidad pitagdrica asi:

sin?@ + cos? 0 =1 Como 6 es del segundo cuadrante entonces
sin?0 = 1 —cos? @ seleccionamos el signo positivo, por lo tanto:
V5
2\? ing = —
sin20=1—(—§) sin6 =
5 Y la funcion reciproca es
sin? @ = 5 g 3
CSCU = —
i V5
sinf = i? 3vE
csch = —
5
» Por dltimo, hallamos la tangente y la cotangente
g = sin 6 La cotangente es el reciproco de la tangente, por lo
tant = cos @ tanto:
@ cotd = ——
tanf = — V5
3 2V5
\/_ cotf = —T
5
tan @ = -

EJERCICIO DE PRACTICA 1

En cada caso utilice identidades trigonométricas fundamentales para halla los valores exactos de las funciones que
faltan.

1) sina =>yaesdelsegundo 2) tanf =-3ypesdelcuarto  3) secw =2y w es del primer
cuadrantz cuadrante cuadrante

4) cosp=-Ly ¢ es del O cotd=-11y 8 es del 6) cscf=—V2y p es del
3 segundo cuadrante cuarto cuadrante
tercer cuadrante

DEMOSTRACION DE IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS

Otra aplicacion de las identidades fundamentales es que sirven para comprobar si una igualdad es o no otra
identidad.

Existen diferentes técnicas para demostrar identidades, pero el objetivo es siempre comprobar que el miembro de a
izquierda es idéntico al de la derecha.

Propongo el método que consiste en transformar todo a senos y cosenos para luego simplificar desarrollando las
operaciones que aparezcan



EJEMPLO 4: demostrar la identidad tan 6 + cot8 = sec6 csc6
Solucion: expresamos todo en términos de senos y cosenos

sin8+cost9_< 1 )( 1 )
cos® sinf® \cosB/\sin®

Desarrollamos las operaciones indicadas

sin” 6 + cos®* 6 1
cos@sin®  cos6sinb
El numerador de la fraccion del primer miembro es 1, por lo tanto:
1 1

cosf@sinf cosfsinf

Queda demostrado que la igualdad dada es una identidad porque el miembro de la izquierda result6 idéntico al de
la derecha.

sina sina

EJEMPLO 5: demostrar la identidad + =2
csca+cota csca—cota
sina 4 sina
1 cos a 1  cosa
sina  sina sina sina
sina sina
1 + 1 _
1+cosa 1-—cosa
sina sina
sin? « sin? a

+ =
14+cosa 1—cosa

sina (1 —cosa) +sin®a (1 +cosa) )
1—cos?a B

sin? a + sin®a

sin? a
2

2=2

Queda demostrada la identidad porque pudimos comprobar que los dos miembros tienen valores idénticos

EJERCICIO DE PRACTICA 2

Demuestre que las siguientes igualdades son identidades trigonométricas.

cos x . sin cos
a) ) inw w

cscw secw

secy . d 2 2., _ 1
—_— sec“a +cscc @ = ——————
C) siny ) sin2a cos?a

tany+coty

=1+ cotf f) Snxgcosx_

CsCx secx

e) sin 8+cosf
sin @

siny

0) Toeosy coty =cscy h) tanAsinA + cosA =secA

i) %=cot6 ) (1 +tany)?+ (1 —tany)? = 2sec®y
k) secx +tanx = 1:05% ) (tan@ + cotf)sinfcosh =1

m) : L = 2sec?4 n) 20%_ cosx —sinx

1+sinA 1-sinA secx



COFUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Dos angulos a y 8 son complementarios cuando a + § = 90°, de donde se puede deducir que f = 90° — «
Los dos angulos agudos de un triangulo rectangulo son complementarios.

Comparemos los valores de las funciones trigpnométricas de los angulos agudos del triangulo rectangulo de la figura
3, asi:

. — a 0 900 — C
sina = - sin( a) = 5
_c 90° _a
cosa = 5 cos( a) = 5 90° o
a c
tana = — tan(90° — @) = —
c a b a
c a
cota =— cot(90° —a) =—
a c
b b a
seca = — sec(90° —a) = —
c a c
b b FIGURA 3: Cofunciones
csca =— csc(90° —a) =—
a c
Nos damos cuenta que:
sin(90° — a) = cosa cot(90° — @) = tana
cos(90° — a) = sina sec(90° — a) = csca
tan(90° — a) = cota csc(90° — a) = seca

Como consecuencia de lo anterior podemos concluir que:

1. La palabra coseno significa seno del complemento
2. La palabra cotangente significa tangente del complemento
3. La palabra cosecante significa secante del complemento

El complemento de 30° es 60°, entonces, podemos ver que cos 60° = sin(90° — 60°) = sin 30° = %

El complemento de 75° es 15 °, entonces, cot 15° = tan(90° — 15°) =tan 75° = 2 + /3

ANGULOS OPUESTOS O SIMETRICOS
Dos angulos son opuestos o simétricos si poseen igual medida, pero se generan en direcciones contrarias como 30°
y—30°7y 7.
Los puntos P(a, b) y P'(a, —b) de la figura 3 son simétricos con relacion al eje X y determinan los angulos 8 'y —6.
Relacionemos las funciones trigonométricas de los angulos simétricos 8 y —6.
Observamos que: 4 Pla.t)
1) sin6 = b y sin(—0) = —b, entonces, sin(—0) = —sin b

2) cosf = ay cos(—0) = a, entonces, cos(—0) = cos O

=%

3) tanf = sytan(—e) = —g, entonces, tan(—6) = —tan 6

4) cotf =2y cot(—60) = — 2, entonces, cot(—0) = — cot O
b b P'(a,—b)
=4

5) secl = %y sec(—0) = %, entonces, sec(—6) = sect
) ) FIGURA 3: angulos simétricos
6) csch = >y csc(—0) = — =, entonces, csc(—0) = —csch

OBSERVACION: Las funciones coseno y secante de los &ngulos simétricos son iguales y se dice que son funciones
pares, las demas funciones tienen signos opuestos y se dice gue son funciones impares.



IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS PARA LA SUMA O DIFERENCIA DE ANGULOS
COSENO DE LA DIFERENCIA DE DOS ANGULOS

Q(cos B, sen AR Q' (cos(8 — a), sen(8 — a))

P(cos a, sen «) \

o
o 2 0 P’(l, 0) 2

@ (b)
@)
FIGURA 3: Identidades para la diferencia de angulos

La figura 3(a) muestra los angulos a y 8 en posicion normal con sus respectivos puntos terminales; alli también se
observa que el &ngulo POQ es equivalente a la diferencia f — a pero ésta no esta en posicion normal.

En la figura 3(b) hemos colocado el &ngulo f — a en posicion normal y para ello sélo tomamos el segmento A’P’
igual al segmento AP. El punto Q’ es el punto terminal de § — a.

d(A',P") =d(A,P)
VIcos(B — a) — 1]2 + [sin(B — a) — 0]2 = y/[cos B — cos a]? + [sin B — sin a]?

Elevamos al cuadrado los dos miembros para obtener:

cos?(f —a)—2cos (B—a) +1+sin?(f —a) = cos?f —2cosfcosa + cos? a + sin® B — 2sinasin B + sin’ «
2—2cos(f—a)=2—-2cosfcosa— 2sinasinp
Dividimos la ecuacion por 2, y simplificamos la expresion para obtener:
cos(f —a) = cos B cosa + sin B sina (1)

CONCLUSION: el coseno de la diferencia de dos angulos es igual al producto de los
cosenos mas el producto de los senos.

COSENO DE LA SUMA DE DOS ANGULOS
La suma 8 + a puede reescribirse como g — (—a), por lo tanto:
cos(f + a) =cos[f — (—a)]
Aplicamos la férmula 1
cos(B + a) = cos B cos(—a) + sin B sin(—a)
Utilizando las identidades de angulos simétricos podemos escribir:
cos(f + @) = cos B cosa + sinf (—sina)

Por lo tanto:
cos(f + @) = cos S cosa — sin B sina (2)

CONCLUSION: el coseno de la suma de dos angulos es igual al producto de los cosenos
menos el producto de los senos.

SENO DE LA DIFERENCIA DE DOS ANGULOS

Utilizamos el concepto de cofuncion para hallar el seno de la diferencia de dos angulos asi:
sin(f — a) = cos[90° — (8 — a)]
sin(f — a) =cos[(90° — B) + «a]



sin(f — a) =cos(90° — B) cos a — sin(90° — B) sin
sin(f — a) =sin B cosa — cos f sina
sin(f — a) =sin 8 cosa — sina cos 8 (3)

CONCLUSION: el seno de la diferencia de dos angulos es igual al seno del primero por el
coseno del segundo menos el seno del segundo por el coseno del primero

SENO DE LA SUMA DE DOS ANGULOS
sin(f + a) = sin[f — (—a)]
sin(8 + a) =sin f cos(—a) — sin(—a) cos

sin(f + a) =sin B cosa — [—sina] cos 8
sin(f + @) =sin f cos a + sin a cos (4)

CONCLUSION: el seno de la suma de dos angulos es igual al seno del primero por el
coseno del segundo maés el seno del segundo por el coseno del primero

TANGENTE DE LA SUMA DE DOS ANGULOS
sin(f + a)
cos(B + a)

sinff cosa + sina cos

tan(f + a) =

tan(p + a) = - :
(B ) cosfB cosa —sinfsina

Multiplicamos tanto el numerador como el denominador del segundo miembro de la expresion anterior por cosfoosa

y se obtiene:

sinfcosa  sinacosf
cosffcosa  cosfcosa
cosffcosa sinfsina
cosfcosa cospf cosa

tanff + tan «

tan(f + a) =

tan(f + a) = 5
B ) 1—tanftana ®)
En forma similar se puede concluir que:
tanp —tana«a
tan(f — a) = £ (6)

1+ tanftana

Las seis identidades anteriores se pueden resumir asi:
sin(f + a) =sinB cosa + sinacosf
cos(f + a) = cos B cosa F sinB sina
tanf + tana
t ta)=——"—
an(f + @) 1+tanftana
EJEMPLO 6: Simplifique sin(30° + 6)
Solucion:
sin(30° 4+ 8) = sin 30° cos 8 + cos 30° sin &
1 V3
sin(30°+ 60) = Ecos 0+ Tsin 0

cos 6 +/3sinf

sin(30° + 6) = 5




EJEMPLO 7: simplifique cos(w + )

Solucion:
cos(w+ m) = coswcosm —sinwsinm
cos(w+ 1) = cosw (—1) — sinw (0)
cos(w +m) = —cosw
EJEMPLO 8: Sicos A = %con A en el primer cuadrante y sin B = —% con B en el tercer cuadrante, halle el valor

exacto de tan(4 — B).

Solucién: tal y como se observa en la férmula (6), para poder resolver el problema debemos conocer los valores de
las tangentes de A y de B; para esto utilizaremos las identidades fundamentales, asi:

Para el angulo A:

sin?4A =1—cos?A

in24=1 4
sin = 5%
21
. 2A=—
sin 5T
] V21
sind = +—

5

La funcién seno es positiva en el primer cuadrante, por
lo tanto:

Para el angulo B:

cos?B =1 —sin’B

2B =1 1
cos = 5
8
ZA —
cos 5
242
cosB = iT

La funcion coseno es negativa en el tercer cuadrante,
por lo tanto:

, V21 2V2
Sind = — cosB = ———
5 3
Ahora; Ahora;
" A_sinA ) B_sinB
A= osA B = osB
V21 _%
- tanA = ——
tanA = z _2\/7
5 3
V21 V2
tan4 = — tan4 = —
2 4
Ahora damos solucion a la pregunta del problema:
tan(4 — B) = tanA — tan B
an "~ 1+4+tanAtanB
V21 _ 2
2 4
tan(A — B) =
Lo (Y21 (V2
2 4
221 -2
4
tan(4 — B) = —————
Va2
14+-—%-
8
2421 -2
4
tan(A—-B) = ————
( ) 8+ V42
8
421 =242
tan(4 — B) =

8 + /42



EJERCICIO DE PRACTICA 3

1) Sitana = 1/3 con o en el tercer cuadrante y cos 8 = —2/3 con  en el segundo cuadrante, halle los valores
exactos de:

a) sin(a+p) b) cos(a—pB) ) tan (g _ ﬁ)
d) sin(45°—a) e) cos(a—m) f)  tan(f + 90°)
2) Sicosf = —3/5 con 0 en el segundo cuadrante y tan oo = 3 con a en el primer cuadrante, halle los valores
exactos de:
a) sin(a +0) b) cos(a —06) c) tan(45°-—6)
d) sin(30°—a) e) tan(a+6) f)  sin(180° + )
g) sin(a+0) h) cos(a +0) ) tan G _ 9)

3) Utilice los valores exactos de las funciones trigonométricas de 30°, 45° y 60° para hallar los valores exactos de
las funciones de 15°, 75° y 105°. (sugerencia: 15° = 45° — 30°)

4) Demuestre las siguientes identidades:

a) cos (90°+ a) =sina b) sin (180° — B) =sinp
c) sin(a+ ) +sin(a —p) =2sinacospB d) cos (a+B)+cos (a —p)=2cosacosf
e) cos(a—pB)—cos(a+pB)=2sinasinf f)  sin(x —270°) = cosx

IDENTIDADES PARA EL ANGULO DOBLE
1)
sin(24) = sin(4 + A)
sin(24) = sinA cos A + sin A cos A
sin(24) = 2sinAcos A (7)
2)
cos(24) = cos (A+ A)
cos(24) = cos Acos A —sinAsinA
cos(24) = cos? A —sin? A (8)
3)
tan(2A) = tan (A + 4)

tan(24) = tanA +tan A
an( )_1—tanAtanA

2tan A
tan(24) = Ttz A

)
IDENTIDADES PARA EL ANGULO MITAD
1) Tomamos la identidad (8) y reemplazamos cos? A utilizando la identidad trigonométrica fundamental:

cos(24) = cos? A —sin? A
cos(24) = (1 —sin? A) — sin? A
cos(24) =1 —2sin? A
2sin? A = 1 — cos(24)

_ 1 —cos(24)
2

sin? A



0 . L
Tomemos A = Sy reemplacemos en la ultima ecuacion:

in? (9) _1-cos|2 (%)]
2 2
sin? <€> = 1~ cosb (10)
2 2
2) Tomamos la identidad (8) y reemplazamos sin? A utilizando la identidad trigonométrica fundamental:
cos(24) = cos? A —sin? A
cos(24) = cos? A — (1 — cos? A)
cos(24) = cos?A—1+cos? A
cos(24) = 2cos?A—1
2cos? A =1+ cos(24)
_ 1+5sin(24)
2

cos?

0 _— -
Tomemos A = Sy reemplacemos en la ultima ecuacion:

o (9) 1+ sin [2 (g)]

2) " 2

2(9)_1+sin9 1
cos” |7 ) = > (11)

3) Por ultimo:

ant () = sin? (7)

V" s ()
1—cosé@
2(2)\ = 2
tan (2) 1+ cos@
2

. 2(8)_1—(:058 12
an 2) 14 cos6 (12)

EJEMPLO 9: Sicosa = % y a es del cuarto cuadrante, halle los valores exactos de cos(2a),tan(2a) , sin (%) y

tan (g)

Solucién: Observando las identidades correspondientes nos damos cuenta que para poder desarrollar este ejercicio,
es necesario conocer seno, coseno y tangente de a; sélo conocemos coseno entonces procedemos primero a hallar
las otras dos, utilizando las identidades fundamentales, asi:

sina =1—cos?a
5 1 ) sina
sma=1—— ana =
16 cosa
2, V7
siIn~a = _T
16 tana = -3
. V7 1
sina =+ e
_ V7
Como sin « es negativo en el cuarto cuadrante debemos tana = — 3
seleccionar el signo —, por lo tanto:
: V7
sina = ———
4




Ya tenemos todo lo necesario, podemos utilizar las identidades:

= 2 ¢ — sin? 2tana
cos(2a) = cos” a — sin“ tan(2a) = .
9 7 1—-tan‘a
20) =———
cos(2a) 6 16 , _ﬂ
1 3
cos(2a) = 3 tan(2a) =

tan(2a) = =37

Para los otros dos valores pedidos, debemos determinar en qué cuadrante se ubica el angulo % para poder seleccionar

el signo adecuado.

Como « es del cuarto cuadrante
entonces esta entre 270° y 360°, lo
cual se expresa:

270° < a < 360°

Dividimos por 2 la desigualdad
anterior y se obtiene que:

a
135° < 5 < 180°

Esto nos indica que % es del segundo

cuadrante ya que esta entre 135° y
180°

sin? (%) _ 1- ;os a

sin? (%) = %
sin (%) =+ g

En el segundo cuadrante seno es
positivo, por lo tanto:

sin (%)

V2

4

7 (3) = T eora
o 1-3
tan? (E) = ﬂ
tan? (5) =
N
tana = + -

En el segundo cuadrante la tangente
es negativa, por lo tanto:

V7

tana = ——
7

EJERCICIO DE PRACTICA 3

rante, halle los valores exactos de:

rante, halle los valores exactos de:

) funciones de 15° y de 22° 30°, respectivamente.
2) Sicos¢ = gy ¢ es del cuarto cuad
a) tan(2¢) b) cos (%)
3) Sitanp = éy B es del primer cuad
a) cos(2pB) b) sin (g)
4) SisecH = —2y 6 es del tercer cuadrante, halle los valores exactos de:

a) sin(2p)

b) tan (ﬁ)

2

Utilice los valores de las funciones trigonométricas de 30° y de 45° para hallar los valores exactos de las

c) sin(2¢)

c) csc(2B)

c) sec(2B)




