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GUÍA 7: FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS DE ÁNGULOS EN POSICIÓN NORMAL Y 

FUNCIONES CIRCULARES 

 

PRIMERA PARTE: FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS DE ÁNGULOS EN POSICIÓN 

NORMAL 

 

ÁNGULOS DIRIGIDOS: Se forman por la rotación de una semirrecta (figura 1(a)) alrededor de su origen. Si la rotación es 

en sentido antihorario, se considera ángulo positivo (figura 1(b)) y si la rotación es en sentido horario, el ángulo es negativo 

(figura 1(c)) 

 

La posición inicial de la semirrecta se denomina lado inicial del ángulo y la posición final 

de la semirrecta se le da el nombre de lado final. 

Al considerar los ángulos como rotaciones, podemos generar ángulos de más de 360°; así, 

para generar un ángulo de 840° se darán 2 vueltas completas (2 × 360° = 720°) más 120°. 

(figura 2). 

 

ÁNGULOS EN POSICIÓN NORMAL O CANÓNICA: Son ángulos dirigidos cuyo vértice coincide con el origen de 

coordenadas y su lado inicial es el semieje positivo de las X. 

Los ángulos en posición normal se clasifican según la ubicación del lado final en ángulos del primero, segundo, tercero o 

cuarto cuadrante. (figura 3)  

FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS DE ÁNGULOS EN POSICIÓN NORMAL 

Sea 𝑃(𝑥, 𝑦) un punto cualquiera sobre el lado final de un ángulo en posición normal 𝜃. (figura 4). 

La abscisa 𝑥 y la ordenada 𝑦 del punto P serán positivas o negativas, dependiendo del cuadrante donde esté ubicado P. 

La distancia entre el origen O y el punto 𝑃 recibe el nombre de radio, se representa por 𝑟 y siempre tiene signo positivo.  

 FIGURA 2: Ángulo de más de 

una vuelta 

 (a) Semirrecta con origen O y 

que pasa por A 

 (b) Rotación en sentido 

antihorario: ángulo positivo 

 (b) Rotación en sentido horario: 

ángulo positivo 

 FIGURA 1: Ángulos dirigidos con lado inicial 𝑂𝐴ሬሬሬሬሬԦ y lado final 𝑂𝐵ሬሬሬሬሬԦ 

 (a) Ángulo del primer 

cuadrante 

 (b) Ángulo del segundo 

cuadrante 
 (c) Ángulo del tercer 

cuadrante 

 (d) Ángulo del cuarto 

cuadrante 

 FIGURA 3: Ángulos del posición normal o canónica 



Las funciones trigonométricas del ángulo 𝜃 se definen: 

𝑠𝑒𝑛 𝜃 =
𝑜𝑟𝑑𝑒𝑛𝑎𝑑𝑎

𝑟𝑎𝑑𝑖𝑜
=

𝑦

𝑟
 

𝑐𝑜𝑠 𝜃 =
𝑎𝑏𝑠𝑐𝑖𝑠𝑎

𝑟𝑎𝑑𝑖𝑜
=

𝑥

𝑟
      

𝑡𝑎𝑛 𝜃 =
𝑜𝑟𝑑𝑒𝑛𝑎𝑑𝑎

𝑎𝑏𝑠𝑐𝑖𝑠𝑎
=

𝑦

𝑥
 

𝑐𝑜𝑡 𝜃 =
𝑎𝑏𝑠𝑐𝑖𝑠𝑎

𝑜𝑟𝑑𝑒𝑛𝑎𝑑𝑎
=

𝑥

𝑦
 

𝑠𝑒𝑐 𝜃 =
𝑟𝑎𝑑𝑖𝑜

𝑎𝑏𝑠𝑐𝑖𝑠𝑎
=

𝑟

𝑥
      

𝑐𝑠𝑐 𝜃 =
𝑟𝑎𝑑𝑖𝑜

𝑜𝑟𝑑𝑒𝑛𝑎𝑑𝑎
=

𝑟

𝑦
 

Existe relación pitagórica entre las coordenadas de 𝑃 y el radio 𝑟, es decir: 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑟2. 

EJEMPLO 1: El lado final de un ángulo positivo 𝛼  en posición normal pasa por el punto 

𝑃(−3,5). Halle los valores exactos de las relaciones trigonométricas de 𝛼. 

Los datos son: 𝑥 = −3, 𝑦 = 5 y el ángulo es positivo (figura 5). 

Necesitamos conocer el radio 𝑟. 

𝑟2 = (−3)2 + (5)2 

𝑟2 = 34                      

𝑟 = +√34                 

Teniendo completos los datos necesarios, hallamos las relaciones trigonométricas: 

𝑠𝑒𝑛 𝛼 =
𝑦

𝑟
=

5

√34
=

5√34

34
    𝑐𝑜𝑡 𝛼 =

𝑥

𝑦
=

−3

5
= −

3

5
        

𝑐𝑜𝑠 𝛼 =
𝑥

𝑟
=

−3

√34
= −

3√34

34
 𝑠𝑒𝑐 𝛼 =

𝑟

𝑥
=

√34

−3
= −

√34

3
 

𝑡𝑎𝑛 𝛼 =
𝑦

𝑥
=

5

−3
= −

5

3
          𝑐𝑠𝑐 𝛼 =

𝑟

𝑦
=

√34

5
                   

 

EJEMPLO 2: Halle los valores exactos de las relaciones trigonométricas de un ángulo negativo 𝜙 del tercer cuadrante, 

sabiendo que cos 𝜙 = −
2

3
. 

Por definición, cos 𝜙 =
𝑥

𝑟
, entonces, comparando con el dato, podemos afirmar que 

𝑥 = −2 y 𝑟 = 3.  

Necesitamos encontrar el valor de la ordenada: 

𝑦2 = 𝑟2 − 𝑥2 

𝑦2 = (3)2 − (−2)2 

𝑦2 = 9 − 4 

𝑦2 = 5 

𝑦 = ±√5 

Seleccionamos 𝑦 = −√5 porque 𝜙 es del tercer cuadrante. En forma aproximada 𝑦 = −2,23. (ver figura 6) 

Hallemos ahora los valores exactos de las relaciones trigonométricas  

𝑠𝑒𝑛 𝜙 =
𝑦

𝑟
= −

√5

3
          𝑐𝑜𝑡 𝜙 =

𝑥

𝑦
=

−2

−√5
=

2√5

5
        

𝑐𝑜𝑠 𝜙 =
𝑥

𝑟
= −

2

3
              sec 𝜙 =

𝑟

𝑥
=

3

−2
= −

3

2
              

tan 𝜙 =
𝑦

𝑥
=

−√5

−2
=

√5

2
 csc 𝜙 =

𝑟

𝑦
=

3

−√5
= −

3√5

5
     

 FIGURA 4: Elementos requeridos para 

definir las funciones trigonométricas de 

ángulos en posición normal 

 FIGURA 5: gráfica para el ejemplo 1 

 FIGURA 6: gráfica para el ejemplo 2 



 

EJERCICIO DE PRÁCTICA 1 
 

1) El lado final de un ángulo en posición normal pasa por el punto P. Dibujar el ángulo y determinar los valores exactos 

de las funciones trigonométricas del ángulo 

a) 𝑃(−3,4) b) 𝑃(2, −3) c) 𝑃(−5, −3) d) 𝑃(5,4) 

2) En cada caso dibuje el ángulo positivo y halle los valores exactos de las demás funciones trigonométricas.  

a) sin 𝜃 = 3/4  y θ es del segundo cuadrante b) cos 𝛼 = 2/3 y α es del cuarto cuadrante 

c) tan 𝛽 = 3/5 y β es del tercer cuadrante d) 𝑠𝑒𝑐𝜑 = 3 y φ es del primer cuadrante 

e) csc 𝜃 = −5/2 y θ es del cuarto cuadrante f) cot 𝜑 = 2 y φ es del tercer cuadrante 

3) Dibujar un ángulo de 90° en posición normal, seleccionar un punto cualquiera en el lado final, por ejemplo (0, 2) y 

hallar los valores de las funciones trigonométricas de 90° 

4) Utilizar un proceso similar al indicado en el problema anterior para encontrar los valores de las funciones 

trigonométricas de 180°, 270° y 360°. 

5) Piense  

a) Construya un ángulo de 210° y deduzca los valores exactos de sus funciones trigonométricas (ayuda: 𝑠𝑒𝑛30° =
1

2
) 

b) Construya un ángulo de −120° y deduzca los valores exactos de sus funciones trigonométricas (ayuda: cos 60° =
1

2
) 

c) Construya un ángulo de 135° y deduzca los valores exactos de sus funciones trigonométricas 

 

SEGUNDA PARTE: MEDIDA DE ÁNGULOS EN RADIANES 

 

SISTEMA CÍCLICO DE MEDICIÓN DE ÁNGULOS: 

La unidad de medida es el radian, que se abrevia rad. 

Todo ángulo central1 determina un arco de longitud 𝐿 en una circunferencia de radio 𝑟. 

DEFINICIÓN: En la figura 7, el ángulo central AOB mide 𝜃 𝑟𝑎𝑑 si y sólo si 𝜃 =
𝐿

𝑟
. 

Si 𝐿 = 𝑟, la relación entre 𝐿 y 𝑟 es 1, por lo tanto: un radian es un ángulo central que determina un arco cuya longitud es 

igual al radio (figura 8). 

EJEMPLO 3:  

En la figura 9 tenemos que el ángulo central AOB 

determina un arco de 12,33 cm de largo en una 

circunferencia de 5 cm de radio, ¿cuál es la medida del 

ángulo en radianes?  

𝜃 =
𝐿

𝑟
=

12,33 𝑐𝑚

5 𝑐𝑚
= 2,466 

Lo cual indica que ∡𝐴𝑂𝐵 = 2,466 𝑟𝑎𝑑. 

 

 
1 Un ángulo central es el que tiene su vértice en el centro de una circunferencia 

 FIGURA 7: medida de un ángulo 

en radianes 
 FIGURA 8: ángulo de 1 radian 

 FIGURA 9: Para el ejemplo 3 



EJEMPLO 4:  

En la figura 10 tenemos que el ángulo central AOB en 

una circunferencia de 10 m de radio. Si el ángulo mide 

3,4 rad, ¿cuál es la longitud del arco correspondiente? 

 

𝜃 =
𝐿

𝑟
 

⇒ 𝐿 = 𝜃𝑟 

𝐿 = 3,4 × 10 𝑚 

𝐿 = 34 𝑚 

La longitud del arco es de 34 m. 

 

 

RELACIÓN ENTRE GRADOS Y RADIANES: 

Un ángulo de una vuelta mide 360° (1) 

El arco determinado por un ángulo central de una vuelta es una circunferencia cuya longitud es 𝐿 = 2𝜋𝑟, entonces, la 

relación entre la longitud del arco y el radio es: 

𝜃 =
𝐿

𝑟
=

2𝜋𝑟

𝑟
= 2𝜋 

Por lo tanto, un ángulo de una vuelta mide 2𝜋 𝑟𝑎𝑑. (2) 

Comparando los enunciados (1) y (2) se puede concluir que: 

360° = 2𝜋 𝑟𝑎𝑑 

Dividiendo por 2 ambos miembros de la igualdad se obtiene: 

180° = 𝜋 𝑟𝑎𝑑 
Teniendo en cuenta esta relación se deduce que los factores de conversión son: 

1) De grados a radianes: 
𝜋𝑟𝑎𝑑

180°
 

2) De radianes a grados: 
180°

𝜋
 

EJEMPLO 5: 

a) Transformar 30° a radianes: 

Solución: 

30° = 30° ×
𝜋

180°
=

𝜋

6
𝑟𝑎𝑑. 

b) Transformar 3 rad a grados 

Solución: 

3 𝑟𝑎𝑑 = 3 𝑟𝑎𝑑 ×
180°

𝜋𝑟𝑎𝑑
= 171°53′14′′ 

c) Transformar 
7𝜋

6
 𝑟𝑎𝑑 a grados 

Solución: 

7𝜋

6
 𝑟𝑎𝑑 =

7𝜋

6
 𝑟𝑎𝑑 ×

180°

𝜋 𝑟𝑎𝑑
= 210° 

d) ¿Cuántos grados tiene 1 rad? 

Solución: 

1𝑟𝑎𝑑 = 1𝑟𝑎𝑑 ×
180°

𝜋𝑟𝑎𝑑 
= 57°17′45′′ 

 

 

EJERCICIO DE PRÁCTICA 2 

 
En los ejercicios 1 al 4 hallar el valor desconocido. 

1)  2)  

 FIGURA 10: Para el ejemplo 4 



3)  4)  

 

La figura 9 representa una jardinera con forma de sector circular. Tener en cuenta esta figura 

para resolver los problemas 5 al 9. 

5) Hallar la longitud del arco si 𝛼 = 0.8 𝑟𝑎𝑑  y  𝑟 = 4 𝑚. 

6) Hallar el radio para que la jardinera tenga un arco de 12 m y un ángulo de 1.2 rad. 

7) Hallar la medida del ángulo α, en radianes si el arco mide 15 m y el radio es 4.5 m. 

8) Hallar el perímetro de la jardinera si el ángulo mide 0.6 rad y tiene un radio de 6 m. 

9) Hallar el perímetro de la jardinera si el ángulo mide 1.5 rad y el arco es de 20 m. 

10) Un péndulo tiene una longitud de 1.25 m y barre un ángulo de 0.5 rad. ¿Qué 

distancia recorre la masa del péndulo en una oscilación competa? 

11) Las llantas de una bicicleta tienen 70 cm de diámetro. ¿Cuántos kilómetros 

recorre un ciclista mientas las ruedas de su bicicleta dan 10.000 vueltas? 

12) Una ventana tiene la forma y medidas mostradas en la figura 10. Calcular el 

perímetro y el área de la ventana. 

13) El radio ecuatorial de la tierra es, en promedio de 6.371 km. ¿Cuál es la 

longitud de la órbita de un satélite que vuela sobre el ecuador terrestre a una altura 

de 49.000 metros? 

14) Exprese los ángulos dados en grados minutos y segundos: 

a) 2,5 rad b) 4,2 rad c) 
𝜋

12
 rad d) 

7𝜋

18
 rad 

e) 1 rad f) 
13𝜋

24
 rad g) 8𝜋 rad h) 

9𝜋

4
 rad 

15) Exprese en radianes (valor exacto y valor aproximado): 

a) 75° b) 36° c) 210° d) 150° 

e) 90° f) 1200° g) 540° h) 15° 

16) Hallar la longitud del arco determinado por un ángulo central de 75° en una circunferencia de 10 cm de radio. 

17) Hallar la longitud del arco determinado por un ángulo central de 240° en una circunferencia de 12 m de diámetro. 

18) Una persona ató un extremo de una cuerda a una pequeña estaca clavada en el suelo. En el otro extremo ató una estaca 

puntiaguda con la cual trazó en el suelo un arco de 25 m manteniendo la cuerda tensionada. Si el ángulo que barrió la 

cuerda en el proceso fue de 30°, ¿cuál era la longitud de la cuerda? 

19) Para construir un gorro cónico con cartulina debe cortarse un sector circular. Si el cono debe tener 40 cm de altura y 

una circunferencia de 24π cm. ¿Cuál es el radio del sector a cortar y cuál es el ángulo del mismo, medido en grados? 

 

 

TERCERA PARTE: FUNCIONES CIRCULARES 

 

CIRCUNFERENCIA UNITARIA: tiene centro en el origen y radio igual a uno. 

Sea 𝑃(𝑥, 𝑦) un punto cualquiera de la circunferencia unitaria. Observando la figura 11 nos 

damos cuenta que las coordenadas 𝑥 y 𝑦 junto con el radio 𝑂𝑃, cuyo valor es 1, forman un 

triángulo rectángulo y en consecuencia, se le puede aplicar el teorema de Pitágoras con cual 

se obtiene la expresión   

𝑥2 + 𝑦2 = 1 

La expresión anterior es llamada ecuación de la circunferencia unitaria. 

 

FIGURA 11 



REPRESENTACIÓN DE LOS NÚMEROS REALES 

La forma tradicional de representar los números reales es mediante la recta numérica o recta real y para ello se tienen en 

cuenta las siguientes características: 

1) Se escoge un punto de la recta para que allí “viva” el real 𝑡 = 0. Este punto se denomina origen. 

2) Se selecciona una dirección para ubicar los números positivos y la opuesta para los negativos. 

3) Se escoge un punto para que allí “viva” el real 𝑡 = 1. 

4) Un real 𝑡 cualquiera se ubica en el punto que está a una distancia equivalente a |𝑡| unidades medidas desde el origen 

5) Existe una correspondencia uno a uno entre el conjunto de puntos de la recta y el conjunto de los números reales, es 

decir: “a cada número real le corresponde un punto de la recta y a cada punto de la recta le corresponde un número 

real”  

Lo anterior lo podemos interpretar diciendo que cada punto de la recta es “una casa” donde vive uno y sólo un número 

real (figura 12). 

Los números reales también pueden representarse como puntos sobre la circunferencia unitaria teniendo en cuenta las 

siguientes características: 

1) El real 𝑡 = 0 se ubica en el punto 𝐴(1,0) (figura 13(a)) 

2) Cada número real 𝑡 “vive” en un punto 𝑃, al final del 𝑎𝑟𝑐𝑜 𝐴𝑃. El 

punto 𝑃 recibe el nombre de punto terminal de 𝑡. 

3) La longitud del 𝑎𝑟𝑐𝑜 𝐴𝑃 es igual al valor absoluto de 𝑡.  

4) Los reales positivos se ubican recorriendo la circunferencia unitaria 

en sentido antihorario a partir del punto A (figura 13(a)). 

5) Los reales negativos se ubican recorriendo la circunferencia 

unitaria en sentido horario a partir del punto A (figura 13(b)) 

6) Cada número real 𝑡 se puede asociar al ángulo en posición normal 

que mide 𝑡 𝑟𝑎𝑑 ya que el radio de la circunferencia unitaria es 1 

(figura 13) 

7) El punto P podemos considerarlo como un edificio con infinitos pisos hacia arriba e infinitos pisos hacia abajo (sótano).  

Consideremos que 𝑡 es un real positivo tal que 0 ≤ 𝑡 ≤ 2𝜋. 2 

a) 𝑡 vive en el primer piso. (figura 13(a)) 

b) En el segundo piso del edificio P vive el número 𝑡 + 2𝜋, en el tercer piso vive el número 𝑡 + 2(2𝜋) = 𝑡 + 4𝜋 y 

cada vez que sumamos 2𝜋(sumamos una vuelta en sentido antihorario) subimos un piso. (figura 14(a) y 14(b)) 

c) En sótano 1 vive el número 𝑡 − 2𝜋, en el sótano 2 vive el número 𝑡 − 2(2𝜋) = 𝑡 − 4𝜋 y cada vez que sumamos 

−2𝜋(sumamos una vuelta en sentido horario) bajamos un piso. (figura 14(c) y 14(d)) 

 

 

 

 
2 La longitud de la circunferencia unitaria es 𝐿 = 2𝜋𝑟 = 2𝜋(1) = 2𝜋.  

 

 Figura 12: En un solo punto P “vive” solamente un número real 

 (a)  (b) 

 Figura 13: representación de números reales en la 

circunferencia unitaria 

 (a)  (b) 

 Figura14: En un solo punto P “viven” infinitos números reales tanto positivos como negativos 

 (d)  

(

 (c) 



FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS DE NÚMEROS REALES3 

 

DEFINICIÓN: 

Sea 𝑡 un número real cualquiera y 𝑃(𝑥, 𝑦) el punto terminal sobre la circunferencia 

unitaria determinado por 𝑡 (figura 15). Definimos las funciones trigonométricas de 𝑡 así: 

sen 𝑡 = 𝑦 cos 𝑡 = 𝑥 tan 𝑡 =
sen 𝑡

cos 𝑡
=

𝑦

𝑥
 

cot 𝑡 =
cos 𝑡

sen 𝑡
=

𝑥

𝑦
 sec 𝑡 =

1

cos 𝑡
=

1

𝑥
 csc 𝑡 =

1

sen 𝑡
=

1

𝑦
 

 

Según esta definición, el punto 𝑃 se puede escribir 𝑃(cos 𝑡, sen 𝑡). 

Debido a que las funciones trigonométricas de números reales se definen con base en las coordenadas de puntos sobre la 

circunferencia unitaria, también reciben el nombre de funciones circulares. 

EJEMPLO 6: 

El punto terminal del número real 
𝜋

2
 es 𝑃(0,1) (figura 12(a)), por lo tanto: 

sen (
𝜋

2
) = 1 cos (

𝜋

2
) = 0 tan (

𝜋

2
) =

1

0
= 𝑛𝑜 𝑒𝑥𝑖𝑠𝑡𝑒 

cot (
𝜋

2
) =

0

1
= 0 sec (

𝜋

2
) =

1

0
= 𝑛𝑜 𝑒𝑥𝑖𝑠𝑡𝑒 csc (

𝜋

2
) =

1

1
= 1 

 

Todos los números reales que “viven” en P tienen los mismos valores de las funciones trigonométricas. 

Por ejemplo: sin 𝑡 = sin(𝑡 + 2𝜋) = sin(𝑡 − 4𝜋) = ⋯ porque 𝑡, 𝑡 + 2𝜋 y 𝑡 − 4𝜋 tienen el mismo punto terminal. 

 

 

EJERCICIO DE PRÁCTICA 3 
 

1) En la figura 16 se observan el número 
𝜋

4
 con su correspondiente punto 

terminal 𝐴 (
√2

2
,

√2

2
). 

a) Compruebe que 𝐴 (
√2

2
,

√2

2
) es un punto de la circunferencia unitaria 

b) Utilice las definiciones para encontrar los valores exactos de las 

funciones trigonométricas de 
𝜋

4
. 

2) El punto 𝐵 es el punto terminal de un número real. 

a) ¿Cuáles son las coordenadas de 𝐵 y a qué número real está asociado como 

punto terminal? 

b) Utilice las definiciones para encontrar los valores exactos de las funciones trigonométricas del número asociado al 

punto 𝐵. 

3) Repita el ejercicio anterior para los puntos 𝐶 y 𝐷. 

 

 

 

 

 

 

 
3 La calculadora debe estar en el modo de radianes para hallar los valores de las funciones trigonométricas de números reales. 

FIGURA 15 

FIGURA 16 



GRÁFICAS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS  

FUNCIÓN 𝑦 = sin 𝑥 

Construyamos una tabla de valores para números reales entre 0 y 2𝜋, que es llamado primer ciclo de la función: 

𝑥 0 
𝜋

6
 

𝜋

3
 

𝜋

2
 

2𝜋

3
 

5𝜋

6
 𝜋 

7𝜋

6
 

5𝜋

3
 

3𝜋

2
 

7𝜋

3
 

11𝜋

6
 2𝜋 

𝑦 0 
1

2
 

√3

2
 1 

√3

2
 

1

2
 0 −

1

2
 −

√3

2
 −1 −

√3

2
 −

1

2
 0 

 

Con los valores de la tabla hacemos una “nube de puntos” (figura 17) 

 

ahora unimos todos los puntos mediante una curva “suave” (Figura 18) 

 

 

Con la ayuda de GeoGebra podemos obtener una gráfica más amplia de la función seno (figura 19). 

Propiedades de la función seno: 

1) Es continua para todos los números reales4 

2) Su dominio5 es el conjunto de los reales: 𝐷 = ℝ 

3) Su rango6 o recorrido es el intervalo 𝑅 = [−1,1] 

4) La función seno es periódica y su periodo7 es 𝑇 = 2𝜋, lo cual significa que: 

sin(𝜃) = sin(𝜃 + 2𝑘𝜋) , 𝑠𝑖𝑒𝑛𝑑𝑜 𝑘 𝑢𝑛 𝑛ú𝑚𝑒𝑟𝑜 𝑒𝑛𝑡𝑒𝑟𝑜 

 
4 Intuitivamente, una función es continua en un conjunto si al construir su gráfica esta no se interrumpe en algún punto dentro de conjunto 
5 El dominio de una función cuya variable es 𝑥 es el conjunto de valores de la variable para los cuales la función (valores de 𝑦) existe. 
6 El rango o recorrido es el conjunto de todos los valores que toma la función (conjunto de valores de 𝑦). 
7 Una función es periódica cuando esta se repite con las mismas características cada cierto intervalo. El periodo suele notarse con la letra 

T 

FIGURA 17: Nube de puntos para la función seno 

FIGURA 18: Primer ciclo de la gráfica de la función seno 

Periodo = 2𝜋 

FIGURA 19: Gráfica de la función seno mostrando el periodo 



EJERCICIO DE PRÁCTICA 4 

 
1) Construya la gráfica y deduzca las propiedades de la función 𝑦 = cos 𝑥, utilizando la misma técnica utilizada en la 

función seno. 

2) Utilice la calculadora para completar la siguiente tabla. Con este ejercicio se pretende comprobar la fórmula de la 

propiedad correspondiente a la periodicidad de las funciones seno y coseno 

𝑥 𝜋

6
 −

2𝜋

3
 

5𝜋

4
 

𝑘 0 −1 5 −4 0 −3 5 −7 0 2 −4 5 

sin(𝑥 + 2𝑘𝜋)             

cos(𝑥 + 2𝑘𝜋)             

 

FUNCIÓN 𝑦 = tan 𝑥 

Tabla de valores: 

𝑥 0 
𝜋

6
 

𝜋

3
 

𝜋

2
 

2𝜋

3
 

5𝜋

6
 𝜋 

7𝜋

6
 

5𝜋

3
 

3𝜋

2
 

7𝜋

3
 

11𝜋

6
 2𝜋 

𝑦 0 
√3

3
 √3 NE −√3 −

√3

3
 0 

√3

3
 √3 NE −√3 −

√3

3
 0 

Para analizar con mayor precisión lo que ocurre cerca de 
𝜋

2
 y de 

3𝜋

2
, hagamos una tabla con valores cada vez más cercanos a 

esos números, así: 

 

𝑥 1,4 1,5 1,55 𝜋

2
≈ 1,57 1,58 1,6 1,75  4,5 4,7 3𝜋

2
≈ 4,71 

4,73 4,9 

𝑦 5,8 14,1 48,1 NE −108,6 −34,2 −5,5  4,6 80,7 NE −56,8 −5,3 

 

La flecha  indica que estamos tomando 

valores cada vez más cercanos a 𝑥 =
𝜋

2
 pero que 

están a la izquierda de él. Podemos inducir que los 

valores  de  tan 𝑥  crecen sin parar al acercarnos 

𝑥 =
𝜋

2
 por la izquierda. 

La flecha  indica que estamos 

tomando valores cada vez más cercanos a 𝑥 =
𝜋

2
 

pero que están a la derecha de él. Podemos inducir 

que los valores de tan 𝑥 decrecen sin parar al 

acercarnos 𝑥 =
𝜋

2
 por la izquierda. 

Un análisis similar aplica para  𝑥 =
3𝜋

2
. 

La gráfica de la función tangente para valores de 𝑥 

entre 0 y 2𝜋 se muestra en la figura 20. 

Con la ayuda de GeoGebra podemos obtener una 

gráfica más amplia de la función tangente (figura 21). 

 

FIGURA 21: Gráfica de la función tangente 

FIGURA 20: Primer ciclo de la gráfica de la función tangente 

Periodo = 𝜋 



Propiedades de la función tangente: 

1) Es discontinua en todos los puntos donde 𝑥 es un múltiplo impar de 
𝜋

2
. 

2) Su dominio es el conjunto de los reales excluyendo los múltiplos impares de 
𝜋

2
 

𝐷 = ℝ − {𝑥|𝑥 = (2𝑘 − 1)
𝜋
2

, 𝑘 ∈ ℤ} 

3) Su rango o recorrido es el conjunto de los reales: 𝑅 = ℝ 

4) La función tangente es periódica y su periodo es 𝑇 = 𝜋, lo cual significa que: 

tan(𝜃) = tan(𝜃 + 𝑘𝜋) , 𝑠𝑖𝑒𝑛𝑑𝑜 𝑘 𝑢𝑛 𝑛ú𝑚𝑒𝑟𝑜 𝑒𝑛𝑡𝑒𝑟𝑜 

5) Las rectas verticales que pasan por los puntos donde 𝑥 es un múltiplo impar de 
𝜋

2
 se denominan asíntotas8 de la curva. 

 

EJERCICIO DE PRÁCTICA 5 

 
1) Construya la gráfica y deduzca las propiedades de la función 𝑦 = cot 𝑥, utilizando la misma técnica utilizada en la 

función tangente. 

2) Utilice la calculadora para completar la siguiente tabla. Con este ejercicio se pretende comprobar la fórmula de la 

propiedad correspondiente a la periodicidad de las funciones tangente y cotangente 

𝑥 𝜋

6
 −

2𝜋

3
 

5𝜋

4
 

𝑘 0 −2 −5 4 0 3 −2 7 0 1 −2 6 

tan(𝑥 + 𝑘𝜋)             

cot(𝑥 + 𝑘𝜋)             

3) Utilice GeoGebra para ver las gráficas de las funciones secante y cosecante y deducir sus propiedades. 

 

 
8 En geometría, asíntota es la línea recta que, prolongada indefinidamente, se acerca progresivamente a una curva sin llegar nunca a 

encontrarla. 


